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Fino da 12 13 anni &l era in me sorto il dubbio 
che alconi dei principìi fondamentali dell^ Analisi non 
presentassero nei loro enunciati o nelle loro dimostra- 
zioni tutto quel rigore che è proprio della matematica. 
Nuovo però allora alla vita scientifica, nel trovare che 
ninno aveva sollevato pubbUcamente tali dubbi, ne trae- 
va il convincimento che essi fossero nella mia mente sol- 
tanto; quando da alcune memorie di Schwarz e di Heine 
pubblicate nel tomo del 1870 e 71 ebbi a conoscere che 
uomini già provetti nella scienza e meritamente stimati 
avevano sollevato dubbi anco maggiori; e nel cerchio 
degli scienziati Tedeschi già miravasi a porre su basi più 
solide i principii dell'Algebra e dell'Analisi infinitesimale. 

Le memorie allora pubblicate però, non davano quèt 
e là che pochi cenni intorno ai dubbi indicati, e mentre 
in esse si faceva intendere che alcuni di questi dubbi 
potevano esser tolti, non si mostrava da alcuno come 
ciò potesse farsi. Fu allora che ansioso di conoscere qual- 
che cosa di quello che si era fatto in questo indirizzo, 
tanto* più che, divenuto in quel tempo Professore di 
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Analisi superiore nella B. Universitèt di Pìsa^ i miei studi 
si erano rivolti più specialmente all'Analisi, scrissi in 
proposito al Sig. Schwarz, ed Egli con una gentilezza di 
cui gli rendo ora pubbliche grazie, volle comunicarmi 
alcune notizie intomo ai metodi che Weierstrass e altri 
matematici tedeschi suoi allievi seguivano nelle loro 
dimostrazioni. 

In seguito alle notizie avute da Schwarz e alla lettura 
fatta dei due bellissimi lavori di Hankel sui limiti e sulle 
funzioni oscillanti, e di quelli di Dedekind, di Cantor, e di 
Heine sui numeri incommensurabili, mi decisi a prendere 
come soggetto di una parte delle mie lezioni universitarie 
deiranno scolastico 1871-72 Tesposizione dei principii 
della Scienza ridotti rigorosi seguendo le traccio conte- 
nute negli indicati lavori e nelle notizie avute da Sch- 
warz; e nell'anno successivo, deciso a pubblicare quelle 
lezioni, le scrissi per la stampa nella loro massima parte. 

Distratto però sul finire del 1873 da cure gravissime 
di un genere ben differente, dovei forzatamente ritardare 
la indicata pubblicazione, e solo nel luglio del 1875, 
mentre era ancora in mezzo a mille altre occupazioni, la 
stampa fu incominciata per poi restare sospesa a mezzo 
del 1876, dopo di essermi valso della parte allora stam- 
pata, cioè dei primi 9 capitoli, per farne soggetto di 
alcune delle lezioni universitarie di quelPanno. 

Tornato poi interamente alla vita scientifica nei primi 
del 1877, potei nuovamente pensare alla interrotta pub- 
blicazione. Se non chb intanto nuovi lavori erano com- 
parsi, fra i quali quelli di Du Bois-Beymond, di Thomae, 
e di Darboux, e in questi trovavansi esposti con metodi 
differenti alcuni dei risultati che già. avevo pubblicati o 
preparati per pubblicarli; talché con questo la mia pub- 
blicazione veniva a perdere una parte non piccola del 
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pregio che altrimenti avrebbe potuto avere. Gli studi poi 
che allora facevo per il corso dì analisi infinitesimale vera 
e propria del quale era stato incaricato, e ove trovavo 
ad ogni passo un inciampo, avevano allargato d^assai le 
mie vedute; e da ciò avveniva che ove delle nuove ricer- 
che di altri e delle mie proprie avessi voluto valermi, 
r opera da me incominciata avrebbe dovuto dirsi ben 
difettosa per l'ordine che avrebbero avuto le materie 
in essa contenute; e si sarebbero quk e là, trovate delle 
ripetizioni, o si sarebbero trovate esposte cose che con 
maggiori limitazioni io aveva già, esposto in addietro. 

Si aggiunge che ove avessi voluto continuare coi miei 
primitivi intendimenti, ponendo cioè nel libro da pubbli- 
carsi anche le principali ricerche fatte fin ora sugli inte- 
grali multipli, sulle funzioni di due o più variabili in 
generale e su quelle che soddisfano alla equazione A*=0, 
sulla sviluppabilità delle funzioni in serie trigonome- 
triche, in serie di funzioni sferiche ec., il libro sarebbe 
venuto a prendere una mole considerevole che non mi 
era più possibile di dargli, sia perchè la pubblicazione già, 
da tanto tempo incominciata sarebbe andata ancora 
eccessivamente in lungo, sia perchè io volevo dedicarmi 
alla pubblicazione di un corso rigoroso • completo di 
Analisi infinitesimale di cui tanto si sente il bisogno ; ed 
è perciò che io stetti allora un poco in forse se non fosse 
stato il miglior partito quello dì abbandonare senz' altro 
la pubbhcazìone incominciata. 

D trovarsi però la parte pubblicata in mano di un 
certo numero di amici, e di molti dei giovani che furono 
già, miei studenti, avevano creato per me degli impegni 
che non mi permettevano dì retrocedere; ed è perciò 
che io decisi di continuare la pubblicazione, per quanto 
difettosa essa potesse venii-e, fissando naturalmente di 
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valermi delle nuove cognizioni acquistate^ e fissando al 
tempo stesso di troncarla dopo di av^e esposto le nozioni 
fondamentali sugli integrali definiti^ 

Così ho fatto, riservandomi di riprendere la pubbli'» 
cazione del rimanente di questa opera a tempo piti oppor- 
tunOj dopo che avrò pubblicato seguendo i nuovi concetti 
un corso completo di Analisi infinitesimale del quale un 
primo abbozzo già fu autografato per le mie lezioni di 
quest'anno; e dopo quanto ho detto spero di trovar venia 
nel lettore pei varii difetti che si incontreranno nel- 
Topera che ora consegno al giudizio del pubblico. 

Dopo ciò, ecco un rapido cenno di quanto si contiene 
in questo libro. 

Nel primo capitolo tratto dei numeri incommensura- 
bili, valendomi molto della memoria del Dedekind e delle 
notizie gentilmente avute da Schwarz; e nel secondo 
tratto dei gruppi di numeri o di punti (Punkt-mtnge) 
introdotti da Cantor nella scienza. Mi fermo alquanto nel 
terzo sul concetto di limite, e i teoremi che ivi riporto, se 
non altro pel metodo con cui sono esposti, mi sembrano 
assai notevoli, e mentre gettano molta luce su questioni 
fin ora assai intricate della scienza, servono a portarvi fa- 
cilmente quel rigore che in molti casi era mancato fin ora. 

Esposto poi nel quarto capitolo il concetto generale 
dì funzione di una variabile reale in un certo intervallo, 
passo a dare nel quinto le proprietà generali delle fun- 
zioni finite e continue, per le quali trovo opportuno va^ 
lermi del teorema di Cantor sulla continuità uniforme 
che io espongo al §.41, e la cui dimostrazione mi fu co- 
municata da Schwarz. Tratto poi nel capitolo sesto delle 
funzioni che chiamo infinite volte discontinue (funzioni 
linearmente discontinue di Hankel), e nei due capitoli 
seguenti espongo alcuni studi generali sulle serie e sulle 
derivate che io credo noti soltanto in parte. 
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Nel capitolo 9."" espongo il principio della condonaa* 
zione delle singolarità dato da Hankel, riducendolo a mio 
credere pienamente rigoroso; e nel capitolo 10? trovo una 
classe generale di funzioni analitiche abbastanza semplici 
che non hanno mai derivata determinata e finita, e delle 
quali è caso particolarissimo quella data dal Du Bois- 
Beymond nel voi. 79 del giornale di Borchardt. Le ultime 
delle funzioni che io dò in questo capitolo (§. 129) quando 
in esse a e a; si considerino come il raggio vettore e Van^ 
golo polare dei punti di un piano somministrano anche 
esempi notevoli di funzioni di due variabili aex che sono 
finite e continue in tutto il piano, e che nei punti fuori 

del cerchio di raggio 1 -j- ^ tt hanno finite e continue 

tutte le derivate parziali rispetto alla variabile «, mentre 
non hanno mai determinata e finita la derivata parziale 
rispetto ad x. Facilmente poi si troverebbero funzioni di 
un numero maggiore di variabili che presentano parti- 
colarità simili. 

Nel capitolo 10.^ espongo alcuni studi e ricerche ge- 
nerali intomo alle funzioni finite e continue per ciò che 
ha riguardo alla esistenza delle derivate; e sono questi 
gli studi che avrebbero potuto essere esposti con ordine 
migliore insieme a quelli del Capitolo 7.^, ove fossero stati 
fiitti dapprima, e ove la loro stampa si fosse incominciata 
soltanto dopo di averli compiuti. Ciò non ostante io an- 
netto a questi risultati una certa importanza, perocché 
mi convìnco ogni dì più che in studi di ordine così gene- 
rale sulle funzioni, indipendenti cioè anche dalla possibi- 
litò di una espressione analitica per le funzioni stesse, e 
per le quali si pongono soltanto come date alcune loro 
proprietà generali, cioè quelle di esser sempre finite e 
continue neir intervallo nel quale si studiano, la censi- 
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derazìone delle quantità che ho chiamate rapporti incre- 
mentali, e estremi oscillatorii di questi rapporti getta 
molta luce, e permette di giungere a conclusioni che 
altrimenti sarebbe forse ben più diflScile di ottenere^ o 
che non avrebbero quel grado di generalità che per esse 
si trova. 

Pongo in fine un lungo capitolo sugli integrali definiti, 
nel quale valendomi di quanto ho esposto nel capitolo 
precedente, giungo a dei risultati che hanno una gene- 
ralità estremamente maggiore di quella che avrei dap- 
prima creduto di potere ottenere; e per questa generahtà, 
come per la novità di molti dei risultati medesimi o dei 
metodi di dimostrazione, voghe sperare che anche il capi- 
tolo stesso non sarà trovato privo di un certo interesse. 

Con questi ri3ultati poi, se ne potrebbero ottenere 
molti altri simili per gli integrali multipli; come in gene- 
rale si potrebbero estendere al caso delle funzioni di più 
variabili, considerate entro campi determinati a più di- 
mensioni finiti infiniti, molti dei risultati ottenuti nel 
capitolo 4.* e nei seguenti per le funzioni di una sola 
variabile. 

Io però non pubblico ora queste estensioni che d'al- 
tronde, seguendo i metodi esposti, non presentano grande 
difficoltà; e col capitolo testé indicato sugli integrali defi- 
niti pongo fine al mio lavoro che io pel primo riconosco 
incompleto. Sarò lieto se ciò non ostante, esso contribuita 
a rendere familiari alcune osservazioni e alcuni risultati 
che in questi ultimi tempi hanno scosso per poi riedifi- 
care, immediatamente, su basi più solide i principii fon- 
damentali dell'Analisi; osservazioni e risultati che, senza 
tema di errare, possiamo dire esser finora rimasti racchiu- 
si soltanto in un cerchio ristretto di cultori della scienza. 

Pisa, 10 Luglio 1878. 



Numeri InoommeiisiirabilL 

1. Prima d^ intraprendere lo stadio delle funzioni di variabili 
reali, è utile di esporre in modo preciso il concetto dei numeri 
irrazionali o incommensurabili e quello di limite. 

Incominciando dalP occuparci dei numeri irrazionali, noi 
osserveremo cbe giunti neir Aritmetica alla estrazione di radice, 
e riscontrata V impossibilità di eseguire coi soli numeri interi e 
frazionarii questa operazione in un numero infinito di casi, non 
ci si arresta dinanzi a questa imposaribilità, ma ( come già venne 
fatto per la introduzione nella Aritmetica dei numeri frazionarii) 
conviene allora tornare al primitivo concetto di numero intero e 
fratto, onde vedere se la impossibilità incontrata anziché essere 
una vera e propria impossibilità relativa a questa operazione, non 
provenga invece dal concetto ancora troppo limitato che si ha 
del numero, e se questo concetto non sia ancora suscettibile di 
una estensione colla quale vengano ad introdursi nelP Aritmetica 
dei nuovi numeri ai quali pur corrisponda qualche cosa di reale, 
almeno in generale, e coi quali le difficoltà incontrate nella 
estrazione di radice vengano a scomparire, e le altre operazioni 
deir Aritmetica (convenientemente estese, ove occorra, nel loro 
significato) restino ancora possibili, e mantengano le loro pro- 
prietà fondamentali. 
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E allora, a fare vedere che il concetto di numero, coi doli 
numeri interi e fratti, non ha raggiunto tutta la sua generalità, 
ma può ancora convenientemente estendersi, la Geometria viene 
in ajuto della Aritmetica, poiché la Geometria ci mostra che coi 
soli numeri interi e fratti è impossibile di misurare infiniti pezzi 
di linee con una data unità di misura; e ci avverte in conseguenza 
che se non altro per misurare certe lunghezze è necessario esten- 
dere ancora il concetto di numero, e introdurre nuovi numeri 
nel!' Aritmetica. 

E la Geometria pure ci fa scuopnre il modo secondo il 
quale la introduzione di questi numeri nel? Aritmetica può farsi. 

Prendiamo infatti su una retta un punto fisso e una unità 
di misura, e segnamo su questa retta a destra e a sinistra di 
( che consideriamo come il punto zero) dei punti le cui distanze 
da rispetto alla unità di misura scelta siano espresse da numeri 
razionali (interi o fratti, positivi, o negativi). Questa divisione, 
per quanto grande sia il numero dei punti che si segneranno, 
lascierà sempre infiniti altri punti m, m jV/C .... ai quali sarà 
possibile di avvicinarsi quanto si vuole segnando un numero 
sempre maggiore degli stessi punti di divisione corrispondenti a 
numeri razionali, ma che però non potranno mai essere raggiunti 
esattamente, come per es. i punti corrispondenti ad un estremo 
delle lunghezze uguali alla diagonale del quadrato che ha per 
lato uno, quando P altro estremo di queste lunghezze è in un 
punto cui corrisponde un numero razionale. Queste distanze Om, 
Om'^... non potranno dunque venire rappresentate con numeri 
razionali, ma volendo rappresentarle con numeri, sarà indispensa- 
bile di' introdurre per esse dei nuovi numeri; e quando ciò venga 
fatto, esse come tutte le altre distanze da saranno esprimibili 
con numeri ( dei nuovi o degli antichi ) e il campo dei numeri 
verrà grandemente esteso. Ora, se Om è la distanza corrispondente 
a uno di questi nuovi numeri, si vede che le distanze corrispon- 
denti a tutti i numeri razionali che possiamo inmiaginare possono 
sempre supporsi divise in due classi, le une minori di Om e le altre 
maggiori di Om, e sì le une che le altre dotate della proprietà 
che aggiungendo successivamente in ciascuna classe, e in ordine 
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crescente per quelle della prima classe e decrescente per quelle 
della seconda, delle nuove distanze rappresentate esse pure da 
numeri razionali, si andrà successivamente avvicinandosi alla 
grandezza Om, restando però sempre le prime grandezze inferiori 
alle seconde e ad Om e viceversa; e quindi il numero introdotto 
per rappresentare questa grandezza Om potrà riguardarsi come un 
numero corrispondente a una grandezza determinata cui le gran- 
dezze delle due classi vanno sempre più avvicinandosi in modo 
da differirne meno di qualunque grandezza data, senza però rag- 
giungerla mai; o anche, se vuoisi, come il numero che corrisponde 
alla grandezza (hn che segna il confine fra le due classi di grandezze 
in cui abbiamo detto di scomporre le grandezze corrispondenti ai 
numeri razionali. 

2. Portiamo ora nelV Aritmetica questi concetti e cerchiamo 
con essi di estendere il concetto di numero indipendentemente 
dalla Geometria, restando cioè perfettamente neir Aritmetica. 
Lnmaginiamo perciò una decomposizione dei numeri razionali in 
due classi A| e Aj tali che i numeri della prima classe siano 
minori di quelli della seconda e tutt^al più uno della prima sia ^ 
uguale ad uno della seconda, e in modo anche che ogni numero 
razionale che può immaginarsi possa sempre riguardarsi come 
appartenente alP una o alV altra di queste due classi {^), Allora 
potrà avvenire che, introducendo nelle due classi sempre nuovi 
numeri razionali in ordine crescente nella prima e decrescente ^ 
nella seconda, coi numeri delle due classi si vada continuamente 
avvicinandosi ad un certo numero razionale a, e si finisca per 
raggiungerlo, come potrà avvenire invece che estendendo quanto 
si vuole col processo indicato il campo dei numeri razionali delle 
due classi, non si riesca a trovare un numero razionale che segni 
il confine fra i numeri delle due classi, nonostante che i numeri di 
queste classi finiscano per essere vicini gli uni agli altri tanto 
quanto si vuole. 

^*) Tale sarebbe p: es: quella scomposizione dei oumeri razionali in due classi 
per la quale nella prima classe Tengt)no a trovarsi i numeri razionali il cui quadrato 
è minore di an dato nnmero razionale d e nella seconda quelli il cui quadrato ò 
maggiore di d. 



• i. 
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Ora in questo secondo caso, quando i numeri commensurabili 
si riferiscano a grandezze per le quali la divisibilità alP infinito 
è ammissibile (come per le distanze contate su una retta) le due 
classi di numeri A^, A^ almeno in un immenso numero di casi 
(come si è già visto sopra per alcune porzioni della retta), godono 
della proprietà che le grandezze ad essi numeri corrispondenti 
considerate successivamente in ordine crescente nella prima classe 
e decrescente nella seconda si avvicinano indefinitamente fra loro 
e a una grandezza unica e determinata la cui esistenza è cono- 
sciuta A priori, ma che però non può essere mai raggiunta colla 
sola considerazione delle grandezze corrispondenti ai numeri 
razionali delle due classi e che segna il confine fra le gran- 
dezze di queste classi; quindi se anche a questa grandezza 
verrà assegnato un numero corrispondente, questo numero non 
sarà razionale ma ad esso corrisponderà qualche cosa di reale ; e 
si potrà dire perciò allora che considerando successivamente e 
neU^ ordine più volte indicato i numeri delle due classi A|, A^ 
almeno in un immenso numero di casi si dà luogo a un numero il 
quale sebbene non sia razionale è tale però che ad esso (come ai 
numeri razionali) corrisponde effettivamente qualche cosa di reale, 
poiché ad esso corrisponde una grandezza che ha una vera e 
propria esistenza e che sebbene non possa mai raggiungersi pas- 
sando per le sole grandezze corrispondenti ai numeri razionali, è 
tale però che ad essa ci si può avvicinare quanto si vuole conside- 
rando nel senso indicato le due serie di grandezze precedenti. 

Consideriamo ora una qualunque delle precedenti scomposi- 
zioni dei numeri razionali in due classi A|, Aj, e immaginiamo 
aggiunti a ciascuna di queste classi sempre nuovi numeri razionali 
in ordine crescente per la prima e decrescente per la seconda. Se 
avverrà che con questo processo non si giunga mai a trovare un 
numero razionale che segni il confine fra i numeri delle due 
classi, e contrariamente a ciò che si supponeva poc^anzi, non 
sarà neppure nota a priori una grandezza determinata cui ci si 
vada continuamente avvicinando collo stesso processo, allora, 
siccome ai numeri razionali delle due classi che si aggiungono 
successivamente possono sempre immaginarsi come corrispondenti 
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delle grandezze determinate parti di un altra grandezza per la 
quale la divisibilità airinfinito è ammissibile, e queste grandezze 
vanno ognor più awicintCndosi in modo che quelle della prima 
classe finiscono per differire da quelle della seconda meno di 
qualunque grandezza data e il processo stesso può continuare ad 
applicarsi indefinitamente, non sarà contradittorio il pensare 
come esistente anche in questo caso una grandezza da riguardarsi 
come determinata dallo stesso processo; quindi potremo evidente- 
mente estendere ancora il concetto di numero, sia immaginando 
come esistente sempre una tale grandezza e assegnando ad essa 
un numero corrispondente, sia attribuendo in ogni caso alla fatta 
scomposizione dei numeri razionali un segno conv^izionale da 
riguardarsi come un nuovo numero al quale siamo condotti dalla 
ripetuta applicazione del processo precedente (della successiva 
introduzione cioè di numeri razionali nelle due classi A^ e A^), in 
modo che ad ognuna di tali scomposizioni venga sempre a corri- 
spondere un numero che sia o il numero razionale che eseguisce 
la scomposizione stessa, o un numero (o segno) che tenga luogo 
di quello razionale mancante e che serva in ogni caso a caratte- 
rizzare tale scomposizione. E poiché, anche indipendentemente dal 
nuòvo concetto che.abbiamo indicato per la determinazione di una 
grandezza col processo dato sopra, e indipendentemente dalla 
rappresentazione che questo concetto ci somministra così in ogni 
caso pei nuovi numeri, si ha già come sopra si è detto un immenso 
numero di casi nei quali a tali numeri viene a corrispondere una 
vera e propria oggettività, bene s^ intende quanto possa essere 
utile r introdurli effettivamente nelP Aritmetica, e considerarli 
sempre come esistenti; e così, introducendoU ora effettivamente, 
oltre ai numeri razionali avremo nell^ Aritmetica dei nuovi numeri 
che sono quelli che diconsi incommensurabili o irrazionali. E 
questi numeri che anche quando si ritenga il primitivo concetto 
di grandezza, hanno già una rappresentazione reale almeno in un 
immenso numero di casi, acquisteranno sempre una tale rappre- 
sentazione quando per le grandezze per le quah la divisibilità 
all'infinito è ammissibile si ammetta il concetto generale di 
determinazione di grandezza coi processi precedenti; e indipenden- 
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temente anche da questi concetti, e se non altro per semplicità 
di locuzione, gli stessi numeri potranno, se vuoisi, essere consi* 
derati in modo generale come simboli o segni rappresentativi delle 
scomposizioni corrispondenti dei numeri razionali nelle due classi 
di numeri A^, A^ tali che i numeri della prima classe siano minori 
di quelli della seconda, e tutt^ al più uno della prima sia uguale 
ad uno della seconda. 

3. E così in particolare quando, come avremo spesso occa- 
sione di fare, si riferiscano i numeri alle distanze contate su una 
linea retta nel modo detto sopra, ad ogni distanza, o ad ogni punto 
su questa retta corrisponderà, secondo i casi, un numero razionale 
o un numero irrazionale ; e viceversa ad ognuno dei numeri irrazio- 
nali nuovamente introdotti potrà considerarsi come corrispondente 
una distanza o un punto sulla retta quando rispetto alla retta si 
ammetta come postulato o come assioma che se si dividono i 
punti di essa in due classi tali che ogni punto della prima classe 
si trovi a sinistra di ogni punto della seconda esiste uno ed un 
solo punto della retta che apporta questa divisione, questa sepa- 
razione definita in due classi (Dedekind), ciò che corrisponde 
in sostanza ad applicare al caso della retta il concetto generale di 
determinazione di grandezza data sopra. E con questo postulato 
i numeri razionali e irrazionali, o, come si dice, i numeri reali, 
verranno ad acquistare tutti una rappresentazione sulla linea 
retta; e, volendo, invece di parlare di numeri, potremo sempre 
parlare di punti corrispondenti su una retta. 

4. Presi poi due numeri reali (razionali o irrazionali) a e p, e 
immaginatele due corrispondenti scomposizioni (A^, A^), (B^, Bj) 
dei numeri razionali, se avverrà che qualunque numero che può 
immaginarsi della classe Aj (o A^) appartenga alla classe B^ (o B^) 
e viceversa, le due scomposizioni saranno identiche e i numeri 
a e p saranno uguali; e uguali pure dovranno riguardarsi tali 
numeri quando avvenga che uno ed un solo numero a della classe 
A, appartenga anche alla classe B^, giacché allora questo numero 
a sarà evidentemente il minimo della classe B^ e il massimo della 
classe A|, e quindi le due scomposizioni corrisponderanno allo 
stesso niunero razionale a e sarà a=p=a. E se invece si troverà 



clie due numeri a eb della classe A^ appartengono aUa classe B^, 
aUora anche tutti i numeri razionali che possono immaginarsi fra 
a e b apparterranno ad un tempo alla classe A| e alla classe B^, 
e le due scomposizioni (A^, A^), (Bf, B^^) come i loro numeri -cor- 
rispondenti a e ^ saranno differenti; e, seguendo T analogia con 
ciò che sì dice pei numeri razionali, nel caso di cui si tratta si 
dirà che a è maggiore di P; mentre se si troverà che nessuno dei 
numeri di A| appartiene a B^ e due almeno di B^ appartengono 
ad A^ si dirà che a è minore di ^; e così se si avrà cC>P e ^]]>Y, 
si avrà altresì a]>Y, e p si dirà compreso fra a e 7. E se avverrà 
che i numeri di A| e quelli di B^ considerati in ordine crescente 
finiscano per differire sempre gli uni dagli altri in valore assoluto 
meno di un numero positivo d, si dirà che a differisce da p meno 
di d in valore assoluto. 

5. E ora da osservare che ogni numero reale a segnerà una 
scomposizione del sistema dei numeri reali in due classi (A'^, A'g) 
tali che i numeri della prima classe saranno minori di ogni 
numero della seconda e viceversa (a escluso), e a potrà consi- 
derarsi come il massimo fra quelli della prima classe e il minimo 
fra quelli della seconda. Viceversa ad ogni scomposizione (A',, A'^) 
dei numeri reali in due classi tali che i numeri della prima siano 
minori di quelli della seconda e viceversa uno al più escluso, corri- 
sponderà sempre un numero razionale o irrazionale che effettuerà 
la scomposizione, e che sarà cioè il massimo fra quelli della prima 
classe e il minimo fra quelli della seconda. E chiaro infatti che 
la scomposizione (A'ifA'^) ci dà anche una scomposizione (A^, A^) 
dei numeri razionali tale che i numeri di A^ sono tutti contenuti 
in A'i, e quelli di A^ in A'g e viceversa, e alla quale corrisponderà 
nn numero razionale o irrazionale a; e questo numero sarà al 
tempo stesso quello che effettua la scomposizione (A\, A'j) 
poiché se non fosse il massimo della prima e il minimo della 
seconda, ma appartenesse p: es: ad A'| e in A'^ si trovassero anche 
numeri maggiori di a, allora in Aj vi sarebbero evidentemente 
numeri razionali maggiori di a, e questo è contro T ipotesi. 

6. Più generalmente supponiamo che si abbiano due classi di 
numeri A^'j , A^j razionali o irrazionali che non contengano tutti* 
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i numeri reali, ma che siano tali che i numeri della classe A''^ 
vadano continuamente crescendo o restino gli stessi e quelli della 
classe A'") vadano invece decrescendo o restino gli stessi, e 
inoltre quelli della classe A^^i siano minori di quelli della classe 
A''^, e considerando un numero sempre più grande di numeri della 
prima classe in ordine crescente o fissi e di numeri della seconda 
in ordine decrescente o fissi si trovi che i numeri delle due classi 
vanno avvicinandosi quanto si vuole gli uni agli altri; allora sarà 
facile vedere che esisterà sempre un numero determinato a' ra- 
zionale o irrazionale che godrà della proprietà che nessuno dei 
numeri della prima classe sarà maggiore di a', e nessuno di quelli 
della seconda sarà minore di a , e potrà perciò essere considerato 
come limite superiore dei numeri della prima classe e limite infe- 
riore di quelli della Feconda. 

Se consideriamo infatti successivamente i numeri della classe 
A*"), e così quelU della classe A."^^ e immaginiamo successivamente 
fra due numeri qualunque dalla stessa classe aggiunti i nunieri 
reali mancanti, si giungerà a formare una scomposizione (A'^ , A'^) 
di questi numeri in due classi A'^ , A'^ tali che i numeri della prima 
classe siano minori di quelli della seconda (uno soltanto escluso ); 
e a questa scomposizione corrisponderà un numero razionale o 
irrazionale a' chela effettuerà e che sarà evidentemente il numero 
cercato. 

Questo numero a' potrà dirsi il numero corrispondente alla 
data scomposizione ( A^^i, A%); e potrà dirsi anche evidentemente 
che a due di queste scomposizioni ( A^i, A^ ) ( B*^, B*'^ ) corri- 
sponderà uno stesso numero quando i numeri della classe A'^^ e 
quelli della classe B/ considerati successivamente (cioè in ordine 
crescente o fissi ), e così quelli delle classi A% e B^^^ considerati 
pure successivamente (cioè in ordine decrescente o fissi) finiscano 
per differire gli uni dagli altri meno di qualunque quantità data. 

Notiamo poi che per la determinazione di un tal numero a' 
basterà anche considerare una sola delle due classi di numeri 
A^^i, A*") p: es: la A%, poiché quando si voglia potremo sempre 
immaginare formata V altra con una serie qualunque crescente 
o fissa di numeri nessun dei quali sia contenuto nella A^'^, e tali 
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inoltre che mantenendosi sempre inferiori di quelli di quest^ ultima 
classe finiscano per avvicinarsi a questi tanto quanto si vuole. 

7. Queste osservazioni somministrano il modo di estendere 
ai nxuneri irrazionali i significati e le proprietà delle varie opera- 
zioni aritmetiche. 

Consideriamo perciò due numeri razionali o irrazionali a e 
P, e indichiamo con (A^, A^) e (B|, B^) le scomposizioni dei 
numeri razionali corrispondenti, e con a^^c^.,, On..., ^ ^'n ^'s*** 
a/.... i numeri razionali delle classi A|, A^ scritti in ordine cre- 
scente e decrescente respettivamente, e con ò^, (^..^h,... e b\ 
b'^^,..b*H.>,ì numeri razionali delle classi B|, e Bg presi pure in 
ordine crescente e decrescente respettivamente. 

Intendiamo che se a è un numero razionale, il numero a ±^ 
sia sempre (come quando ^ è razionale) il numero che corrisponde 
alla scomposizione dei numeri razionali in due classi A'| e A'^^ 
V una delle quali contiene i numeri : 

e r altra contiene i numeri: 

e intendiamo anche che il numero ±p+^ sia quello corrispon- 
dente alla scomposizione dei numeri razionali nelle due classi di 
numeri: 

A'i=(±6|+»7 ±h+av • • ± &H+«» • • • )? 
A'j=(±6'|4'*i ift'a+a,. . .±6'n-{-a, .. .); 

si avrà allora a±p=±p+a, e si vedrà subito che coi numeri 
dati potranno formarsi le due classi di numeri: 

A*|= (a±6|,a±62 » • . • oLdthn ,...), A%=( a±b\ ^a±V^ , . . .a±ft'n, . . .); 

e così avremo una scomposizione (A*|, A^j) dei numeri reali 
simile a quelle considerate nel paragrafo precedente alla quale 
corrisponderà un numero razionale o irrazionale 7; e questo 
numero 7 si chiamerà somma differenza dei due a e ^, e si scri- 
verà Y= a± p=±p-[-a. 
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Con questa definizione poi le due classi di numeri : 

A%=(±p+a^ ±p+a 2, ..., ±P+«'n,...) 

daranno il numero ±P+a, e per le osservazioni fatte verso la 
fine del paragrafo precedente si vede subito che ±P+a = a±p. 
Similmente si estenderanno ai nuovi numeri le altre opera- 
zioni aritmetiche; e con ciò tutte queste operazioni, non esclusa 
la estrazione di radice pei numeri razionali e irrazionali positivi, 
verranno sempre possibili; e i noti teoremi sulle varie operazioni 
e sulle eguaglianze o diseguaglianze pei numeri reali verranno 
anche ad estendersi ai numeri irrazionali. 

8. Infine osserveremo che, siccome ai numeri irrazionali ci si 
può sempre, come già si è detto, avvicinare quanto si vuole coi 
numeri commensurabili maggiori e minori di essi (in modo cioè 
da differirne n' ano di qualunque numero dato), dopo che sia stato 
introdotto nelP Aritmetica il concetto di limite, gli stessi numeri 
potranno essere riguardati anche come i limiti dei numeri com- 
mensurabili maggiori e minori di essi, e i risultati delle ope- 
razioni aritmetiche su questi numeri potranno riguardarsi come 
limiti dei risultati delle operazioni stesse eseguite su numeri 
razionali. 

9. Le classi di numeri (A"'i, A^j) come quelle considerate 
nel §. 6 e alle quali corrisponde sempre un numero determinato a 
potranno essere state ottenute con una legge qualunque; e sicco- 
me, se invece di esse se ne considereranno altre simili (B", , B*|) 
formate con altre leggi, ma per le quali riescano soddisfatte le 
condizioni dette in fine del § 6, il numero corrispondente sarà 
ancora lo stesso, si vede chiaramente che la legge da seguirsi nel 
formare queste classi di numeri, dalla considerazione delle quali 
risulta poi determinato un certo numero speciale, comporterà 
sempre una grande arbitrarietà. Ora è da osservare che quando 
si vogliano costruire effettivamente due di tali classi determinate 
di numeri, collo scopo principalmente di dimostrare V esistenza 
di un numero determinato, che resulta poi il numero corrispon- 
dente alla scomposizione formata da tali classi di numeri, e 
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trovarlo anche effettivamenle, si segue spesso un processo che 
dicesi della divisione successiva deW intervallo in 2, 2*, 2^,... 
2**... parti ugimli, e che costituisce in sostanza un metodo di 
passaggio al limite conosciuto già da Euclide; e noi crediamo 
perciò conveniente di fare conoscere subito questo processo , 
servendocene per la costruzione effettiva di tali classi determinate 
di numeri, e per la dimostrazione di un teorema generale. 

Supponiamo perciò che i numeri che si presentano in im 
dato problema soddisfino a certe condizioni che sono di due 
classi A e B tali che se un dato numero soddisfa a tutte quelle 
di una stessa classe esso non può soddisfare al tempo stesso anche 
a tutte quelle delV altra; e supponiamo inoltre che fra i numeri 
che cadono &a due numeri finiti a e ^, o (servendosi di parole 
tratte dalla Geometria) fra i numeri di un dato intervallo finito 
(a,p) (gli estremi a e p inclusi o nò) non possa esistere, tiMal piti, 
che un solo numero che non soddisfi completamente né alle con- 
dizioni della classe A, né a quelle della classe B; e che del resto 
se uno degli stessi numeri soddisfa alle condizioni A e non é 
l'estremo inferiore delV intervallo (a,p) che si considera, ogni 
numero minore di esso e contenuto nello stesso intervallo 
(l'estremo inferiore al più escluso) vi soddisfi pure, e se uno degli 
stessi numeri soddisfa alle condizioni B e non é V estremo supe- 
riore deir intervallo, ogni numero maggiore e situato nello stesso 
intervallo (l'estremo superiore al più escluso) vi soddisfi pure. 
Sarà facile allora, col processo della divisione successiva dell' in- 
tervallo (a,P) in 2, 2*, 2^,.... 2*'... parti uguali, di giungere a 
costruire due classi determinate di numeri l'una crescente o fissa 
e l' altra decrescente o fissa simili del tutto a quelle del §. 6, e tali 
che, escluso tutt'al più uno dei numeri che in esse compariscono, 
i numeri della prima classe soddisfaranno alle condizioni A, e 
quelli della seconda alle condizioni B; e queste classi daranno 
come al §. 6 una scomposizione di numeri alla quale corrisponderà 
sempre un numero determinato X che cadrà fra a e p (a e p inclus.), 
e che godrà della proprietà che ogni numero minore di X che cade 
nello stesso intervallo soddisfa alle condizioni A, mentre ogni 
numero maggiore di X contenuto nello stesso intervallo soddisfa 
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aìle condizioni B; talché con ciò si verrà anche a dimostrare V esi- 
stenza di un tal numero X, e si darà anche il processo che senre 
a determinarlo effettivamente. 

Si osservi perciò dapprima che due di tali numeri X eviden- 
temente non possono esistere, e quando si giungesse in qualche 
modo a trovare che un determinato numero |jl diverso dagli estremi 
a e p non soddisfa né a tutte le condizioni A, né a tutte le 
condizioni B, si potrebbe dire senz^ altro che esso è il numero 
cercato X, perchè se ciò non fosse, e esistesse nell^ intervallo stesso 
(a, p) un numero v>|jl diverso dall'estremo superiore che soddi- 
sfacesse alle condizioni À, o un numero v<;^|jl diverso dall'estremo 
inferiore e che soddisfacesse alle condizioni B, anche \i dovrebbe 
soddisfare a tutte le condizioni A o a tutte le condizioni B. 

Si supponga ora aL<C^y e si divida l'intervallo (a, p) nei due 

intervalli uguali (a, a-+t?) , (a+P^;?» pV Se avverrà che il nu- 
mero a+Pz? non soddisfi né a tutte le condizioni A né a tutte 

2 

le condizioni B, esso sarà il numero X cercato e sarà inutile pro- 
cedere più oltre. Se poi questo numero a-j-cZ? soddisfarà a tutte 

le condizioni B, ogni numero del secondo intervallo (P al più escluso) 
vi soddisfarà pure, e noi allora non ci occuperemo più del secondo 

intervallo ma del primo ; mentre se a-f-Pz? soddisfarà a tutte le 

2 

condizioni A, ogni numero del primo intervallo (a al più escluso) 
vi soddisfarà pure, e noi non ci occuperemo più del primo ma 
del secondo; e quindi indicando con a^ un numero uguale a zero 

quando a-{-'Cl^ soddisfa alle condizioni B, e uguale a uno quando 

soddisfa alle condizioni A, e anche quando non soddisfa comple- 
tamente né a tutte le condizioni A né a tutte le condizioni B (per 
comprendere anche questo caso, quantunque sia superfluo), e po- 
nendo poi p — a=7 e x^=aL-{-'^a^ , l'intervallo di cui ci occuperemo 

sarà quello da 3?^ a a?|+- 1 ® questo godrà della proprietà che ogni 
numero situato fuori di esso e che cade nell'intervallo (a, p) (oc e P 
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al più esclusi) soddisfarà alle condizioni À se esso è minore di 

0?^, e alle condizioni B se esso è maggiore di ari-f-o • 

Operando ora su questo intervallo f x^ , ^+ o ) come si è 

operato sul primo, e ponendo 0[^i=^^i-\-arfyì ^^® Oj è un numero 
spiale a zero o a uno che si determinerà come precedentemente, 

formeremo l'intervallo ( rc^, ^+^ ) c^^g sarà tutto contenuto ne- 

gP intervalli precedenti e che godrà della proprietà che ogni 
numero situato fuori di esso e che cade fra a e p (a e p al più 
esclusi) soddisfarà alle condizioni A se sarà minore dìx^^ e alle 

condizioni B se sarà maggiore di x^-\-^ • 

Così continuando, col porre successivamente x^=x^-{'^a^^ 

a?4=a?|-|-^a^ , • . • a:ii=a?«_|-f- ^^fl^ì ove le 03, a^, . . . sh sono numeri 

uguali a zero o a uno che si determinano successivamente colla 
solita legge, dopo n ài queste operazioni successive si giungerà 

all' intervallo f a?«, xn-\'-^ J che sarà tutto contenuto negli inter- 
valli precedenti e che godrà ancora della proprietà che ogni nu- 
mero situato fuori di esso e che cade fraaep(aepal più 
esclusi) soddisfarà alle condizioni A se sarà minore dì Xn^ e alle 

condizioni B se sarà maggiore di ^n-f-^^z ; e col crescere indefinito 
di n gli estremi inferiori (x^^x^. ..Xn...) e gli estremi superiori 
(^1+^ 1 ^ì'^oi » • • • ^*^+^ 1 • •) ^ questi intervalli successivi co- 
stituiranno appunto le due classi determinate di numeri simili a 
quelle A|'', A% del § 6 che noi cercavamo ; e queste due classi di 
numeri daranno una scomposizione alla quale corrisponderà un 
numero determintUo compreso in tutti gli intervalli successivi 
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(a, p), (a?, , a-^+l ) ( ^21^2+^ ) (gli estremi inclusivi), e 



2y V^-"*'-"* ' 2* 
questo numero X godrà appunto delle proprietà dette sopra. 

Preso infatti un numero qualunque (t che cada nell'intervallo 
(a, p) (gli estremi a e p al più esclusi) e che sia differente da X 
si potrà sempre determinare un numero n pel quale si abbia in 

valore assoluto X-(i.>^ , e perciò il numero (t escirà dall'inter- 
vallo (xnjXn-{-^] nel quale è pure contenuto il X, e quindi 

soddisfarà alle condizioni A se sarà minore di X e alle condizioni 
B se sarà maggiore di X,cioè avrà appunto le proprietà dette sopra. 

Notiamo poi che invece di parlare di due sistemi di condizioni 
distinte A e B e di numeri che soddisfano alle une o alle altre 
respettivamente, potrenmio parlare di un solo sistema di condi- 
zioni e di numeri che soddisfano respettivamente o non soddisfano 
a queste condizioni ec....; e potremmo limitarci a costruire una 
sola serie di numeri sempre crescente o fissa, o sempre decrescente 
o fissa, la quale determinerebbe ancora (§. 6) un numero X le cui 
proprietà sarebbero analoghe a quelle del numero X del caso 
precedente. 

Gruppi di numeri o di punti; loro limite 

superiore e inferiore. 

10. Dopo di avere parlato dei numeri incommensurabili, noi 
crediamo utile di esporre le seguenti considerazioni sui gruppi di 
numeri. 

Siano dati alcuni numeri reali y^ , y^ , . . yn , : . definiti da 
certe leggi o da certe condizioni in forza delle quali essi possono 
essere successivamente determinati; ma queste leggi, o queste 
condizioni siano tutt' affatto qualunque, e il numero dei valori 
ehe ci daranno per le y^ , y^ . . . y» . . . sia finito o infinito, o in 
altri termini lo stesso numero finisca per arrestarsi, o invece non 
si arresti mai per modo cioè che qualunque sia il numero dei 
numeri y che a un certo punto saranno stati determinati, possano 
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sempre, quando si voglia, determinarsene ancora dei nuovi. Dire- 
mo che questi numeri costituiscono un gruppo di numeri; e quando 
come faremo spesso, li immiagineremo rappresentati su una linea 
retta, diremo che i punti corrispondenti costituiscono un gruppo 
di punti. E così in particolare le classi di numeri considerate nei 
paragrafi precedenti costituiranno dei gruppi speciali di numeii; 
e i punti agli stessi numeri corrispondenti costituiranno gruppi 
di punti. 

11. Pel caso poi che si usi, come faremo il più spesso, que* 
st^ ultima denominazione, toma utile che noi diciamo fin d^ora 
che chiameremo intomo di un punto x preso in un intervallo 
finito (a, p) (gli estremi a e ^ inclusi o nò) ogni intervallo, anche 
arbitrariamente piccolo ma di ampiezza sempre differente da zero, 
che goda della proprietà di essere tutto contenuto neirintervallo 
dato e di avere il punto x nel suo intemo quando questo punto è 
interno alPintervallo dato stesso, e averlo soltanto ad un estremo 
quando esso è un estremo delP intervallo dato; e così sarà un 
intomo di un punto x intemo all' intervallo dato ( a, P ) ogni 
intervallo {x — e, x-f-e'), ove s e e' sono differenti da zero e posi- 
tivi, che sia tutto, contenuto nelP intervallo dato stesso; mentre se x 
è un estremo a o p, e si ha p: es: a<3,sarà suo intomo ogni inter- 
vallo (a, a-j-e), (P — e, p) ove e è positivo, che sia tutto contenuto in 
quello dato. E distingueremo talvolta separatamente la parte di 
un intomo a destra di a; e la parte delPintorno a sinistra, inten- 
dendo con queste denominazioni le parti deir intomo di x che sono 
respettivamente a destra e a sinistra di esso (il punto x incluso) 
e allora se x sarà intemo air intervallo dato avremo sempre una 
parte di intomo a destra e una parte di intomo a sinistra, mentre 
se x sarà un estremo a o p avremo da considerare unaparte soltanto 
deir intomo. E si intende che si potrà parlare di intomi di un 
punto anche per intervalli di ampiezza infinita; e invece di parlare 
di intomi di punti potremo anche parlare di intorni di numeri, 
ma toma più chiaro e più comodo di riferirsi a punti. 

12. Ciò posto, prendiamo a considerare un gruppo di punti 
(o di numeri) y^^y<^...yn../A cui numero sia infinito, e che siano 
tutti contenuti in un intervallo finito ( a, p ) (gli estremi a e p 
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inclusi o nò), e indichiamolo con G. Diremo punti-limiti di questo 
gruppo quei punti x dotati della proprietà che in ogni loro intomo 
anche arbitrariamente piccolo, cadono sempre infiniti punti y; e 
poiché, col processo della successiva divisione dell'intervallo (a,p) 
in 2, 2', 2'... 2*» ... parti uguali ( §. 9 ) ( osservando che dei due 
intervalli che con esso successivamente si ottengono uno almeno 
deve sempre contenere infiniti punti del gruppo, e considerando 
successivamente V intervallo nel quale questo avviene, o uno 
qualunque dei due p: es: il primo quando in ambedue cadono 
infiniti punti ^) si giunge sempre a costruire tali punti limiti 
X, si potrà dire senz' altro che qualunque sia U gruppo di punii 
G che 8i considera, purché contenga un numero infinito di punti, 
esisterà sempre almeno un punto-limite che potrà essere o nò uno 
dei punti dd gruppo; e per un gruppo potranno anche esistere 
infiniti punti-limiti, perchè potrà avvenire che fra gli intervalli 
che si lasciano da parte successivamente nel processo di dimo- 
strazione indicato, ve ne sia un numero infinito nel quale cadono 
ancora infiniti punti y. 

Ora questi punti^limiti del gruppo G costituiranno un nuovo 
gruppo di punti contenuti essi pure neir intervallo dato (a, P), 
ma che però potrà avere soltanto un numero finito di punti e 
anche un solo; e noi, in quanto risulta da G, lo diremo con Cantor 
U primo gruppo derivato di G e lo indicheremo con G'; e ora se 
questo gruppo G' sarà anch'esso composto di un numero infinito di 
punti, colla ripetizione del processo precedente potremo otte- 
nere da esso un nuovo gruppo che si indicherà con G*" e si dirà il 
secondo gruppo derivato di G; e così in generale quando si possa 
ripetere v volte di seguito lo stesso processo, giungeremo ad un 
gruppo che si indicherà con G<*^ e si dirà il v* gruppo derivato di G. 

E poiché potrà avvenire che formando successivamente i 
gruppi derivati di G si giunga a un gruppo derivato GK^^ che 
sia composto soltanto di un numero finito di punti e che quindi 
non dia più luogo ad altri gruppi derivati, come potrà avvenire 
invece che, spingendo oltre quanto si vuole lo stesso processo, 
non si giunga mai a un gruppo derivato composto di un numero 
finito di punti soltanto, noi potremo dividere in due specie i gruppi 
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(finiti o infiniti) di punti che cadono tutti in un intervallo finito, 
dicendo gruppi di prima specie quelli che hanno soltanto un 
numero finito di gruppi derivati o anche nessuno (il qual ultimo 
caso però avviene soltanto quando sono composti di un numero 
finito di punti), e dicendo invece gruppi di seconda specie quelli 
che hanno un numero infinito di gruppi derivati. E fra i gruppi di 
prima specie potremo dire gruppi di prima specie e di ordine zero 
o più semplicemente (senza ricordare la specie il che ora si rende 
inutile) gruppi di ordine zero, quelli che sono composti di un 
numero finito di punti e che quindi non hanno gruppi derivati; 
gruppi di ordine primo quelli che hanno un sol gruppo derivato; 
e in generale gruppi di ordine v° quelli che hanno soltanto v gruppi 
derivati; e così se G sarà un gruppo di ordine v, i gruppi 6\ 
G", . . . G<^> saranno degli ordini (v-i) , (v-2) • . . e zero respet- 
tivamente . 

Così p: es: il gruppo di punti (1, \, J, 4+I, J, i+lièi i+iv) 
sarà di prima specie e di prim^ ordine perchè ha soltanto un gruppo 
derivato che è quello composto dei due punti e ]^ ; e il gruppo 

(1, 4 , i , Hi , i, i+1 , i+i , i a+i . i+i a+i , i ) sarà 

di second' ordine perchè ha un primo gruppo derivato (0 , J , 

i,4,|, )eun secondo gruppo derivato che si riduce al 

punto zero. E invece il gruppo G dei numeri razionali fra zero 
e 1 sarà di seconda specie, perchè il suo primo gruppo derivato 
G' sarà composto di tutti i numeri (razionali e irrazionali) fra e 
1, e i gruppi derivati seguenti saranno sempre uguali a G'. 

13. Osserviamo ora che i punti che comporranno i gruppi deri- 
vati 2.** 3.'* 4.". . . , se questi gruppi esistono, apparterranno tutti 
effettivamente al primo gruppo derivato; giacché se un punto x 
che appartiene al gruppo derivato G^"'^ essendo wi^ 2, non appar- 
tenesse anche a G', esisterebbe un intomo {x — e, .'K-j-e') di questo 
punto nel quale cadrebbe soltanto un numero finito di punti di G, 
o non ve ne cadrebbe alcuno, e quindi nessun punto intemo di 
questo intomo apparterrebbe a G', e in conseguenza neppure a 
G", G"', . . G<"'>, ciò che è contro l' ipotesi. 

Ne segue che, dopo ottenuto il primo grappo derivato G\ 
formando i gruppi derivati seguenti quando esistono, non si 

2 
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otterranno punti nuovi; e quindi in particolare si può dire che se 
un gruppo di punti di seconda specie è tale che un suo gruppo 
derivato contenga tutti i punti di una porzione (a, b) dell'intervallo 
dato, anche il suo primo gruppo derivato conterrà tutti questi punti, 
14. Facciamo ora osservare che i gruppi di punti di prima 
specie, anche quando non sono dì ordine zero, in qualunque por- 
zione {a, V) deir intervallo (a, p) in cui sono contenuti godranno 
della proprietà che togliendo dalla stessa porzione, con intervalli 
arbitrariamente piccoli (ma di ampiezza differente da zero), gli 
intomi di un numero finito di punti, negli intervalli restanti non 
cadranno più punti del gruppo. Supposto infatti che il gruppo G 
che si considera sia di ordine v", nell'intervallo (a, 6) (a e 6 inclus.) 
non cadrà nessun punto del v" gruppo derivato G^v\ o ve ne cadrà 
soltanto un numero finito, e formando nello stesso intervallo per 
ognuno di questi punti (se ve ne sono) degli intomi arbitraria- 
mente piccoli e togliendoli da (a, h), otterremo un numero finito 
di altri intervalli (a^ , h^, (a^, h<^^ . . . , in ciascun dei quali non cadrà 
nessun punto del gruppo di G<^-^\ o ve ne cadrà soltanto un 
numero finito, perchè altrimenti negli stessi intervalli dovrebbero 
cadere anche punti di G(^\ Togliendo ora in modo simile dagli 
intervalli (a^ , 6|), (a^ , Jj). . . i punti di G^v-<)^ gè ve ne sono, negli 
intervalli restanti, che saranno pure in numero finito, non avremo 
più che un numero finito di punti di G^-*>, o anche nessuno; e 
così continuando si vede chiaramente che, dopo di avere tolti suc- 
cessivamente dai varii intervalli che si ottengono gli intomi suffi- 
cientemente piccoli dei punti di G(v\ G(v-i), G^v-»)^ . . . G', G che 
in essi cadono, e* che evidentemente saranno in numero finito, 
resteranno degli intervalli nei quali non avremo più punti del 
gruppo dato. 

E però da notare che se il gmppo non è di ordine zero il 
numero dei punti da togliersi così successivamente con intomi 
sufficientemente piccoli, sebbene sia sempre finito, andrà crescendo 
indefinitamente coli' impiccolire degli intorni che si toglierann/B. 
Ed è pure da notare che pel teorema dimostrato possiamo an<!he 
dire che pei gruppi di prima specie in ogni porzione deW intervallo 
(a, p) esistono sempre alcuni intervalli nei quali non cadono punti 
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del gruppo; e la stessa porzione può sempre dividersi in intervalli 
tali che la sotnìna di quelli nei quali cadono punti del gruppo sia 
minore di quella quantità che più ci piace q. Si osservi infatti che 
se G è il gruppo dato di ordine v, e fra a e 6 (a e 6 inclus.) cadono 
tu punti di GK^^ e me diverso da zero, gli intervalli coi quali questi 

punti si tolgono possono prendersi tutti eguali a — , essendo a^ 

m 

piccolo quanto si vuole, o anche minori di —, e allora la loro somma 

m 

non supererà Qy. Dopo poi di avere tolti questi intervalli, se in quelli 

restanti cadranno m' punti di GK"'-*\ essendo m' diverso da zero, 

gli intervalli coi quali questi punti si tolgono potranno prendersi 

uguali a -^ o anche minori, e così la loro somma non supererà 
m 

Ov-<^ e la somma di tutti gli intervalli tolti non supererà a^+^v-i? 
e ora, così continuando, si vede chiaramente che ammesso anche, 
come precedentemente, che in tutti i successivi intervalli cadano 
sempre un certo numero di punti di tutti i gruppi GK^^*), Q^^-^>, . . 
• .G|, Gq respettivamente (ciò che è il caso più sfavorevole), la som- 
ma degli intervalli che in fine saranno stati tolti non supererà : 
ov-j-Ov— i+av_2-[- . • +<3i-|-0q; e quindi, siccome v è un numero 
finito, e le Ov, <3v_t,iv-2 » • • ^n ^o ^^^^ arbitrariamente piccole, la 
stessa somma potrà ridursi sempre minore di qualunque quantità 
data a. 

E noteremo anche che queste considerazioni intorno ai 
gruppi di punti si riporteranno ai gruppi di numeri, quando invece 
che ai punti ci riferiamo ai numeri ad essi corrispondenti. 

15. Consideriamo ora un gruppo qualunque di numeri j/i, 
j^2i • • • y«« . . . tutti finiti, cioè compresi fra due numeri finiti a e p 
(a e p inclusi o nò) ; e indichiamo con X un numero dotato della 
proprietà che nessuno dei numeri y sia maggiore di X e tale inol- 
tre che, per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a, fra 
X — <3 e X (X inclus.) esistano sempre uno o più numeri y. Questo 
numero X si dirà il limite superiore dei numeri y^^y^ . . .yn , , .o 
il limite superiore del gruppo; e se esso sarà uno di questi numeri 
(come avviene sempre, p: es: quando il loro numero è finito) allora 
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sarà al tempo stesso il loro tnassimo; mentre se non sarà uno degli 
stessi numeri, allora questi numeri, quantunque compresi in un 
intervallo finito, non ammetteranno un massimo, e X sarà soltanto 
il loro limite superiore. 

Ora, qualunque sia il gruppo dei numeri dati ^i, J/2 • ' • J/i» • • • 
che supporremo tutti compresi in un intervallo finito (a, p) {gli estre^ 
mi ae^ inclusi nò) è facile di dimostrare che in questo intervallo 
{gli estremi inclusa esiste sempre per essi un limite superiore (che 
in alcuni casi sarà al tempo stesso il loro massimo). 

Si osservi infatti che i numeri dell' intervallo (a, p) (a e p 
inclus.) possono distinguersi in numeri che soddisfano respetti- 
vamente e numeri che non soddisfano alla condizione che vi siano 
numeri y maggiori di essi. Per le considerazioni generali svolte 
nel §. 9, si potrà dire subito che fra a e p (a e p inclus.) esisterà 
sempre un numero detenninato X dotato della proprietà che non vi 
saranno numeri y maggiori di un numero qualunque superiore a X, 
mentre invece vi saranno sempre numeri y (X inclus.) maggiori di 
un numero qualunque inferiore a X; O; in altri termini, esisteiù un 
numero determinato X dotato della proprietà che nessun numero y' 
del nostro gruppo sarà maggiore di X (perchè altrimenti vi sareb- 
bero numeri y maggiori di qualunque numero posto fra X e j/') e 
tale inoltre che, per quanto piccolo si prenda il numero positivo a, 
fra X — a e X (X inclus.) cadranno sempre uno più numeri y; e 
questo dimostra appunto quanto abbiamo enunciato. 

In simil modo considerando il limite inferiore dei valori 
y { , y^ . . . yn . . . si potrebbe dimostrare che qualunque sia il gruppo 
dato dei numeri y^^y^*. .yn,.. quando essi siano compresi in un 
intervallo finito (a, p) esisterà sempre in questo intervallo {gli estre- 
mi inclusa) un limite inferiore degli stessi valori che in alcuni casi 
sarà anche il loro minimo. 

È poi quasi superfluo di notare che quando F intervallo nel 
quale cadono i numeri y| , y^ • • y» • • sia di ampiezza infinita, allora 
o sarà -[- cx) il limite superiore, o sarà — 00 il limite inferiore, 
o anche sarà ad un tempo -j- ^ il limite superiore e — 00 il 
limite inferiore, non ostante anche che non possa dirsi propria- 
mente che fra i numeri dati vi siano numeri y infiniti. 



— 21 -^ 

Notiamo poi che, come già si disse, il limite superiore o il 
limite inferiore delle classi di numeri commensurabili che defini- 
scono i numeri inconunensurabili sono questi numeri incommen- 
surabili stessi; e per ciascuna delle classi di numeri A^'', A^" come 
quelle considerate nel §. 5 e nel §. 6 il limite inferiore o il limite 
superiore è il numero ad esse corrispondente. 

16. Inoltre è da notare che se i numeri y^ i ^2" • y**-** ^^ ^^ 
gruppo sono in numero infinito, e non ammettono un massimo, il 
loro limite superiore sarà setnpre un nuìnero-limite del gruppo, e 
quindi sarà il massimo del primo gruppo derivato; giacché se si 
osserva che, per quanto piccolo sia il numero positivo o, fra X-o 
e X devono cadere sempre numeri y, e questi sono differenti da X, 
indicando con y' uno di questi valori y compresi fra X-o e X, e con 
C3.' un numero positivo minore di X-y', si potrà dire che anche fra 
X — o' e X dovrà esistere un altro numero y"; e essendo ora cj" un 
numero positivo minore di X — y", fra X — a" e X cadrà ancora un 
numero y'^; e così continuando si vede chiaramente che fra X e 
X — a, per quanto piccolo sia il numero positivo a, cadranno sempre 
infiniti numeri y, e perciò X sarà un numero-limite del gruppo che 
8Ì considera. 

Lo stesso dicasi del limite inferiore del gruppo di numeri 
Vii y^'" y*^*" quando essi non ammettono il minimo. 



Concetto di limite. Infinitesimi e infiniti. 

17. Il concetto di limite è uno dei più fondamentali di tutta 
la matematica. Noi lo incontriamo nella Geometria, nell^Aritme- 
tica, nel Calcolo differenziale e integrale, nell'Analisi e in tutte le 
applicazioni di queste scienze, e non si troverà perciò inutile che 
dopo avere parlato dei numeri incommensurabili, e dei gruppi di 
numeri, diciamo ora alcune cose anche su questo concetto, onde 
cercare di stabilirlo in modo preciso e rigoroso. 

Abbiasi perciò una quantità reale y che pei valori che si 
considerano di un'altra quantità x, escluso tutt'al più il valore 
particolare x^=a, ha sempre un vdore determinato e finito (cioè 
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che in valore assoluto non può superare un certo numero dato), 
sia che questi valori che si considerano di x formino una serie di 
quantità continue o una serie di quantità discrete (costituendo 
così soltanto un gruppo infinito di valori di cui a è un punto- 
limite). Allora se esisterà una quantità finita e determinata A 
che goda della proprietà che, preso a piacere un numero diffe- 
rente da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo o , coir avvi- 
cinarsi indefinitamente di x per valori decrescenti o per valori 
crescenti alla quantità a, che ora supponiamo finita, senza che x 
divenga mai=a; la differenza A — y finisca per divenire e restare 
poi costantemente inferiore in valore assoluto al numero scelto o, 
si dirà che A è il Umite dei valori che si hanno per y quando 
X si avvicina sempre più ad a per valori decrescenti o per valori 
crescenti; od anche che A è il limite dei valori che si hanno per y 
quando ci si avvicina indefinitamente ad a dalla parte destra o 
dalla parte sinistra di a, intendendo con ciò che i valori di a; si 
riguardino, come al solito, rappresentati su una linea retta. E 
propriSmente si dirà che A è il limite dei valori che si hanno per 
y a destra o a sinistra di a^ o anche, più semplicemente, che A 
è il limite di y per x=a a destra o a sinistra o per a;=a+0 e 
x=a — respettivamente (*), quando preso a piacere un numero 
differente da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo a, si potrà 
trovare un numero e, positivo nel primo caso e negativo nel 
secondo, tale che per tutti i valori di x che possono considerarsi 
fra a e a-[-s (a escluso) la differenza A — y sia sempre numeri 
camente inferiore a o. 

Se poi avverrà che colVawicinarsi indefinitamente di rr ad a 
a destra o a sinistra, y prenda anche valori infiniti (cioè maggiori 
numericamente di qualunque numero dato) o che finiscano per 
divenire grandi quanto si vuole in valore assoluto, allora se per 
ogni numero positivo e grande quanto si vuole o) si potrà trovare 
un numero differente da zero e, positivo quando i valori di x che 
si considerano sono a destra di a e negativo quando sono a sini- 

(*) Questi simboli a-\-0 e a— sodo spesso usati per iudicare i punti ^destra o 
a sinistra di a respettivamente e vicini quanto si vuole ad a (a escluso), e noi pure 
li useremo in questo senso. 
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stra, tale che per tutti i valori di a: fra a e a-f-e (<3t escluso) y si 

mantenga sempre maggiore di o) in valore assoluto, si dirà che i 

valori di y colPawicinarsi indefinitamente di a; ad a a destra o a 

sinistra hanno per limite ±00 ; o più semplicemente si dirà che 

y per x=a a destra o a sinistra ha per limite ±00 , restandoci, 

così r indeterminazione soltanto nel segno; e quando fra a e a-f-s 

(a escluso) y abbia sempre lo stesso segno, allora anche il segno 

del limite sarà determinato, e questo limite secondo i casi sarà 

ora -f-oo , ora — 00 . 

E quando infine la variabile x possa crescere indefinitamente 

p: es: per valori positivi e secondo certe leggi (come p: es: per 

numeri interi), allora se esisterà un numero finito e determinato A 
dotato della proprietà che, preso a piacere un numero differente 

da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo 0, si possa sempre 
trovare un numero positivo x così grande che per ogni valore di 
X maggiore di x che può prendersi in considerazione, la differenza 
corrispondente sia sempre numericamente inferiore a a, si dirà che 
A è il limite dei valori che si hanno per y quando x cresce indefi- 
nitamente per valori positivi, o il limite di y per x=-\-<x:> . E si 
dirà infine che y ha per limite l'infinito (positivo o negativo) per 
ic=±oo , p: es: per a;=-[-oo , quando per ogni numero arbitra- 
riamente grande e positivo co esisterà un numero positivo x' tale 
che per ogni valore di x maggiore di x, che può prendersi in con- 
siderazione, y sia sempre maggiore di a> in valore assoluto; e così, 

in particolare, potremo dire che delle funzioni: {x — a) sen , 

X Ci 

1 1 sena? , 1 , . , -, .. 

7 X -f- sen — , la pnma ha per umite 



{x — a)sen_L x — a x x 



x—a 



zero per x=^a a destra e a sinistra di a, la seconda ha per limite 
±5) per x=^a a destra o a sinistra, la terza ha per limite -|-^ 
per x=a a destra e — 00 per x=a a sinistra, la quarta ha per 
limite zero per x=-[-oo , e la quinta ha per limite 4"^ P^r 
a?=oo , e — 00 per x= — 00 . 

18. Quando poi coli' avvicinarsi di a? ad a indefinitamente a 
destra o a sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori 
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positivi o negativi, y si comporti in modo che non si venga a 
rientrare in nessuno dei casi precedenti, allora si dirà che y non 
ha limite determinato per x=a a destra o a sinistra respettiva- 
mente, o per a;=Hboo ; e così, in particolare, se y sarà sempre 
finita, essa non avrà un limite determinato per x==a, p: es: a 
destra, quando non esìsterà un numero A che goda della proprietà 
che, per ogni valore di a inferiore a un certo numero, esista un 
corrispondente e (positivo) tale che la differenza A — y pei valori 
di X fra a e a-f-e sia sempre numericamente minore di q; o,in altri 
termini, y non avrà un limite determinato per x=a a destra o a 
sinistra quando, qualunque valore si attribuisca alla quantità A, 
esistano sempre dei valori di q pei quali non è possibile di trovare 
un valore per la quantità e che goda della proprietà che per tutti 
i valori di a; fra a e a-f-s la differenza A — y sia sempre numeri- 
camente minore di a . 

Similmente y non a^Tà un limite determinato per x=a a 
destra o a sinistra quando coli' avvicinarsi indefinitamente di x 
ad a prenda anche valori grandi numericamente quanto si vuole, 
ma almeno pei valori di co maggiori di un dato limite, per quanto 
piccolo si prenda il numero s, la stessa y pei valori ài x fr^ a 
e a-{-s sia ora maggiore ora minore di o) in valore assoluto. 

Enunciati analoghi si hanno per le condizioni di indetermina- 
zione del limite di y per x=±ao ; e così in particolare si può dire che 

le quantità y= sen , y=l -\ sen — per x=a a destra 

«17— -flt X—'(t X — Q> 

e a sinistra, eie quantità y= senx, y=xsenx per x=±ao 
non hanno limiti determinati. 

19. Queste considerazioni si estendono anche al caso in cui y 
varii insieme con più variabili x^^ x^^ . . .Xn; Così, se a|, a^, . . 
On sono quantità finite e se esiste una quantità finità e determi- 
nata A che goda della proprietà che, preso a piacere un numero 
differente da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo a, esistano 
sempre delle quantità differenti da zero e^ , e^ 9 • • • s» tali, che pei 
valori di x^,T^... Tn che possono prendersi in considerazione 
fra a| e a|+6| , a^ e «a+Sj ,...«» e an-\-Bn respettivamente (il 
sistema x^z=a^ , ^^=02, . . x^on escluso), la differenza A — y sia 
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sempre numericamente minore di q , si dice che À è il limite dei 
valori che si hanno per y quando x^^x^. . , Xn si avvicinano inde- 
finitamente ad «1 , Oj . . • dn per valori decrescenti o crescenti 
respettivamente secondochè le corrispondenti e^, e^ , . . . 6n sono 
positive o negative. 

E considerazioni simili a quelle fatte sopra, trattandosi di 
una sola variabile, potrebbero farsi anche adesso pei casi in cui 
si presentano limiti infiniti o indeterminati, o in cui tutti o alcuni 
dei valori 0^,03,... cLn delle variabili sono infiniti. 

20. Fermiamoci ora più specialmente sul caso in cui y varia 
insieme con un altra variabile soltanto x, per valori continui 
o per valori discreti, e osserviamo che per la definizione stessa 
di limite che abbiamo dato, i valori di y dalle due parti (destra e 
sinistra) del numero finito a potranno avere limiti differenti, e 
quindi non sarebbe preciso il dire semplicemente che y per x=a 
ha per limite A, a meno che i valori di y dalle due parti di a 
non avessero uno stesso limite, o che la limitazione posta per la 
variabilità di x non determinasse essa stessa il senso secondo il 
quale x deve avvicinarsi ad a; e quando useremo questa locuzione 
vorrà dire che saremo in uno di qu^ti casi, che pel nostro studio 
sarà inutile Toccuparsi del senso secondo cui x si avvicina ad a. 

Inoltre osserveremo esplicitamente che quando anche sia 
conosciuto possa effettivamente calcolarsi il valore ya di y per 
a?=a, non si deve mai confondere questo valore speciale di y per 
x=a col limite dei valori che si hanno per y dall'una o dall'altra 
parte di a. Per la definizione stessa di limite s' intende subito 
infatti che i significati di queste quantità sono bene differenti, poi- 
ché il limite di y dipende soltanto dai valori che si hanno per y 
nei punti a-|-0 o a — fuori del punto limite a, e non già dal 
valore speciale che si avesse per y in questo punto; e mentre in 
alcuni casi queste quantità possono esistere entrambe ed essere 
ugnali, in altri casi può avvenire che esista il valore limite di y 
a destra o a sinistra di a e non esista il valore ya o non abbia 
verun significato, come può esistere invece questo valore ^a di ^ 
e non il valore limite; o esistendo sì Puno che l'altro possono 
essere differenti. 
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Così p: es: 1 .° Se i valori di y saranno quelli di — ^^ -, il valore 

X — CL 

yo di y per x=a non avrà alcun significato, mentre il valore limite 
per x=a a destra o a sinistra di a sarà uno ; e se i valori di y 
saranno quelli della derivata della funzione che per x diverso da 

a è uguale a (x — df sen e per x=a è zero, allora siccome 

per X diverso da a sarà: 

o/ ^ 1 1 

y=2{x — a) sen — cos , 

^ ^ ^ x—a x—a 

e per x=a sarà invece: 

,. fe*sen-r 

hm h ^ 

il valore yadìy per x=a sarà determinato e uguale a zero, mentre 
il valore limite dei valori che si hanno per ;/ quando ci si avvicina 
indefinitamente ad a a destra o a sinistra sarà indeterminato. 

2.*' Se i Valori di y pei varii valori di x saranno quelli della 
serie: 

seno? sen 2.r sen 3a? 

~ì 2~ + ~3 •••' 

allora il valore y^ corrispondente a x=7r sarà zero, mentre il 
valore limite dei valori di y a destra di tc sarà (come vedremo in 

seguito) — o ^' ® quello a sinistra di w sarà ^ic . 

Lo stesso dicasi dei valori limiti per x=qo . 

Notiamo però che, almeno generalmente, non si parla di limite 
di y per a?==a (a destra o a sinistra) altro che quando il valore ya 
non è definito, o quando, essendo conosciuto, è differente da quello 
del limite, o quando infine non vuole considerarsi insieme cogli 
altri valori o non può ottenersi collo stesso processo che determina 
gli altri valori di y a destra o a sinistra di a, sia perchè questo 
processo per x^=a non ha più significato, sia perchè lo stesso 
valore ya deve essere effettivamente determinato con un processo 
differente. E in generale quando si parla di limite vi è T idea di 
non potere mai raggiungere il valore limite stesso. 
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21. Ricordiamo poi che intorno ai limiti si hanno i noti 
teoremi relativi ai limiti delle somme, dei prodotti ec. quando i 
termini o i fattori che compongono queste sonune o questi pro- 
dotti sono in numero finito e hanno limiti determinati e finiti ; e 
facciamo osservare esplicitamente che questi teoremi sui limiti 
delle somme o dei prodotti di più quantità non possono applicarsi 
rigorosamente (altro che sotto certe condizioni) al caso in cui il 
numero dei termini della somma o dei fattori del prodotto sia 
infinito (cioè possa supporsi maggiore di qualunque quantità asse- 
gnabile) o cresca indefinitamente colPavvicinarsi di x ad a o col 
crescere indefinito di x; che anzi in molti casi essi non sono affatto 
giusti, e se ne ha un esempio nella serie precedente : 

sen X sen 2x sen 3x 

"l~ ~2 ' 3 ' 

giacché in questa, mentre il limite della sua sonmia per x=:7c a 
destra di ic è — ^ic e a sinistra è -ir, la somma dei limiti dei 

differenti suoi termini è zero . 

22. I teoremi ora ricordati servono in molti casi a rendere 
più semplice la ricerca dei limiti, ma bene spesso questa ricerca 
resta ancora difficilissima. Sovente però non è necessario di ese- 
guirla effettivamente, e basta limitarsi a constatare resistenza di 
un limite finito e determinato A per la quantità y che si consi- 
dera; e per questo basta allora appoggiarsi sopra Tuno o T altro 
dei due teoremi che ora passiamo ad esporre. 

n primo di questi teoremi serve pel caso in cui il valore di x 
pel quale si cerca il limite di ^ è finito, e dice che: Affinchè i 
valori di y a destra o a sinistra di un numero finito a, p: es: a 
destra, abbiano un limite determinato e finito, è necessario e suffi- 
ciente che per ogni numero arbitrariamente piccolo e positivo a 
esista un nutnero positivo e tale che la differenza ya^g- ya^S fra il 
valore ya+j di y per x=a-\-& e un altro qualunque ya^ dei valori 
di y corrispondenti ai valori a-f-8 di x fra a e a-f-s (a escluso), 
sia numericamente minore di o . 

Per dimostrare questo teorema, si osserva prima che se esiste 
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un limite determinato e finito A pei valori di j/ a destra di a, per 
ogni valore di a esisterà un numero e pel quale si avrà in valore 

assoluto A-y«+,<2 , A-j/a+(y<2 , e quindi anche ^«-1- y<H-J<<3, 

per tutti i valori di S inferiori ad e, escluso Io zero; e si conclude 
perciò intanto che la condizione contenuta nelPenunciato del teo- 
rema è necessaria. 

Per dimostrare poi che la stessa condizione è anche sufficiente, 
si osservi che se è soddisfatta, e se £| è un valore di s corrispon- 
dente al valore a^ di a, indicando con a^ un valore qualunque di y 
corrispondente a un valore di :t; fra a e a-f-Si (a escluso), potremo 
formare due numeri a^ — 2(s^ e a|-f-20| che comprenderanno tutti 
i valori che si possono avere per y quando si fa variare a? fra a e 
a+e^ (a escluso), e in luogo di questi potremo prendere anche i 
numeri ai-4o| e a^-^-ia^. Preso poi un altro numero Oj minore di 

^ e trovato il corrispondente e^ :^ S| , si formeranno due nuovi nu- 

meri «2 — 2(^, a^-{-2Q^, e questi 'comprenderanno i valori che si 
avranno per y facendo variare x fra a e a-f"®2 ® saranno eviden- 
temente compresi fra a^ — Sa^ e a|+3o|, e in luogo di essi potremo 
prendere i numeri o^ — loj e «2+40^ uno almeno dei quali sarà 
differente dai precedenti a^ — 4<5| e a|-f-4a|, essendo però tutti e 
due compresi fra questi; e così continuando giungeremo a for- 
mare due serie di numeri: 

A'^=(a| — 4<5| , Oj — 4aj , Oj — 403 , . . . ) 

A^'«=(ai+4<3| , aa+4<32 , a,+4<33 , . . . ) 
che daranno luogo ad una scomposizione (A'|, A'^) di una serie di 
numeri in due classi come quella considerata nel §. 6; e il numero 
determinato e finito A che corrisponderà (§. 6) a questa scompo- 
sizione sarà appunto, come è facile a riscontrarsi, il limite dei 
valori di y a destra di a; talché si può ora evidentemente conclu- 
dere che la condizione contenuta nell^ enunciato del teorema dato 
sopra è anche sufficiente per V esistenza del limite, e questo limite 
può anche essere trovato effettivamente col processo stesso che 
qui si è tenuto per dimostrarne V esistenza. 
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23. In modo del tutto simile si dimostra l' altro teorema di 
cui sopra abbiamo parlato, che serve utilmente pel caso in cui si 
cerca il limite di y per valori infiniti della variabile x, e che può 
enunciarsi dicendo che: Affinchè i valori di y per valori infinita^' 
mefite grandi di x positivi o negativi, p: es: per valori positivi, 
abbiano un limite finito e determinato, è necessario e sufficiente che 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a esista un 
numero positivo x' talmente grandf che per qualunque valore 
positivo di X maggiore di x' si abbia sempre in valore assoluto 

yx'- yx <o. 

È da notare che questi due teoremi possono anche legger- 
mente modificarsi sostituendo nel primo alla differenza y^^t-ya -^ 
Taltra ya+S'- ya-^i fra due .valori ya*^ e ya-t-i' di y corrispondenti 
a due valori qualunque a-^-S e a-f-8' di x compresi fra a e a-^e 
(a escluso), e nel secondo sostituendo alla differenza yx^- y» la 
differenza yx^-yx fra due valori di y corrispondenti a due valori 
qualunque x e x^ ^ x non inferiori ad x'. 

24. Supponiamo ora che i valori che si considerano di y a 
destra o a sinistra di a, o per valori crescenti indefinitamente 
di X siano sempre finiti ma non abbiano un limite determinato. 
Allora pei due teoremi precedenti dovranno esistere certi valori 
di o pei quali non è più possibile di trovare il numero e o il 
nomerò x' corrispondente; e quindi, se saremo p: es: nel primo 
caso, indicando con a uno di tali numeri positivi e sufficientemente 
piccoli, e con (a, a-f-s) un intervallo qualunque a destra o a 
sinistra di a (a escluso), esisterà in questo intervallo un punto 
a-|-S pel quale si avrà numericamente ya+8-yo+jI>q, e poi anche 
neir intervallo {a, a+8) (a escluso) esisterà un punto a+8' pel 
quale si avrà numericamente ya+^- ya+(y'>o, e nel!' intervallo 
(a, a+S*) esisterà ancora un punto a-f-8'' pel quale si avrà pure 
numericamente ya+j*" Va^y^ o, e così di seguito indefinitamente. 
Osservando dunque che y si mantiene finito in tutto l'intervallo 
{a, a-f-e) 6 così anche nei seguenti, si concluderà che le diffe- 
renze successive pa+e-ya+^ , y»f(^-y»fJS yo+J'-Vo+rf"---- BioBi do- 
vranno avere sempre lo stesso segno; e quindi poiché osservazioni 
analoghe possono farsi anche per Paltro caso in cui y deve crescere 
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indefinitamente, si potrà ora evidentemente concludere che qtiando 
i valori di y coli' avvicinarsi indefinitamente di x ad a, a destra o 
a sinistra, o col crescere indefinitamente di x si mantengono sempre 
finiti ma non hanno un limite determinato, essi dovranno oscillare 
continuamente, e almeno alcune di tali oscillazioni dovranno farsi 
sempre fra limiti differenti fra loro piil di una quantità deter- 
minata diversa da zero; come avviene p: es: nel primo caso per 

la fanzione sen — , e nel secondo per la funzione sen x. 

x-a 

E per quanto abbiamo detto nel §. 18 si avranno oscillazioni 
nei valori di y anche quando coir avvicinarsi indefinitamente di x 
ad a a destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di a*, y 
finisca per prendere anche valori maggiori di qualunque quantità 
data senza però che possa dirsi che ha per limite V infinito; ma 
allora i limiti entro i quali si faranno le oscillazioni finiranno 
per essere discosti di più di qualunque quantità data, o, come sì 
dice, queste oscillazioni finiranno per avere un ampiezza maggiore 
di qualunque numero dato. 

È però da notare che oscillazioni nei valori di y potranno 
avvenire anche quando il limite di questi valori per x=a a destra 
o a sinistra o per x=x sia una quantità finita e determinata A, 
giacché dalla definizione di limite non viene di necessità che, a 
partire da un certo valore di 8, o di x, la differenza ^a+J-A o Taltra 
yx — A col diminuire indefinitamente di 8, o col crescere sempre 
più di X, conservi sempre lo stesso segno, o vada sempre dimi- 
nuendo in valore assoluto; ma in questo caso però queste oscilla- 
zioni finiranno per avvenire fra limiti vicini più di qualunque 
quantità data, o, come si dice, finiranno per avere tutte una 
ampiezza minore di qualunque numero dato, senza però che sia 
necessario che questa ampiezza (che pure diminuisce oltre ogni 
limite) vada costantemente diminuendo. 

E cosi anche potranno aversi oscillazioni nei soliti valori 
di y quando il loro limite sia V infinito. 

25. Le osservazioni precedenti conducono subito a dimo- 
strare che: Se colV avvicinarsi di x ad una quaìUità finita a, a 
destra o a sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori 
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positivi o per vettori negativi, p: es: per valori positivi, un' altra 
quatttità y conserva sempre lo stesso segno e non cresce o non 
decresce mai in valore assoluto, restando però sempre minore di 
un certo numero finito, essa per x=a a destra o a sinistra o per 
X =00 avrà un limite determinato e finito ; giacché, siccome i 
valori di y sono sempre finiti e non possono oscillare colP avvici- 
narsi indefinitamente di j? ad a a destra o a sinistra o col crescere 
indefinitamente di or, essi per le osservazioni del paragrafo prece- 
dente dovranno tendere verso un limite finito e determinato. 

Notiamo che questo teorema risulta subito anche dalle con- 
siderazioni generali esposte nel §.15 intomo ai limiti superiori e 
inferiori dei gruppi di numeri, poiché si dimostra facilmente che 
pei gruppi di numeri formati dai valori di y nel caso in cui questi 
valori non vadano crescendo e in quello in cui non vadano decre- 
scendo, il limite inferiore o superiore respettivamente é il limite 
degli stessi valori y. 

E notiamo anche che da questo teorema risulta che, se col- 
Pawicinarsi di or ad una quantità a a destra o a sinistra, o col 
crescere indefinito di x, una quantità y finisce per non crescere o 
non decrescere più, essa per x=a o per x=od avrà sempre un limite 
finito o infinito. 

26. Prima di lasciare questo soggetto dei limiti esporremo 
anche le seguenti definizioni e osservazioni generali. 

Si dice che una quantità y diviene infinitesitna, col tendere 
di rr ad a a destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di x, 
o anche, per semplicità di locuzione^ per j;=a a destra o a sini- 
stra per x=^± 00, quando il limite di y per x=a a destra o a 
sinistra o per x=± co é uguale a zero. E si dice invece che una 
quantità y per x=^a a destra o a sinistra o per x=± co diviene 
infinita, qaOindo coll^ avvicinarsi indefinitamente di a; ad a a 
destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di x per valori 
positivi o per valori negativi, y finisce per prendere anche valori 
grandi quanto si vuole e ha per limite ±oo ; e talvolta eccezio- 
nalmente si dice che y diviene infinita per x=a a destra o a 
sinistra o per x=±oo anche quando, sebbene, col solito variare 
di X, y prenda anche valori numericamente maggiori di qualunque 
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quantità data, non ha però propriamente yeran lìmite (§. 18). 
E usando queste locuzioni, faremo esplicitamente osservare che 
per quanto fu notato nel §. 20, il dire in modo assoluto che una 
quantità y è zero o infinito per x=a, o per a:=±oo , quando questo 
dboo di ;r si riguardi non come un limite ma come un valore spe- 
ciale di X, non è lo stesso che dire che essa diviene infinitesima o 
infinita per x=a a destra o a sinistra (o semplicemente per x=a 
quando il senso sia indifferente ), o per a;=±oo , quando il ±oo 
si riguardi come limite di valori sempre crescenti di x; giacché in 
questi ultimi casi non si tratta di un valore speciale di y per un 
valore particolare di x, ma si tratta del limite o del limite supe- 
riore o inferiore di una serie di valori y. E in generale si deve 
notare che il concetto d^ infinitesimo non può affatto esser 
disgiunto da quello di limite, e quando si dice che una quantità 
y èo diviene infinitesima per x^^a non si può mai parlare di un 
valore determinato ài y, ma ài una quantità il cui valore va 
impiccolendo fino a divenire e restar poi sempre minore di qua- 
lunque quantità data per modo che il suo limite per x=a 
sia zero. E si può osservare inoltre che mentre la sonmia 
algebrica anche di un numero infinito di quantità tutte eguali a 
zero in modo assoluto è sempre zero, la somma algebrica di un 
numero infinito di quantità infinitesime può non essere né zero 
né infinitesima, e può invece avere per limite anche F infinito, o 
essere indeterminata, poiché come già fu osservato il limite della 
somma di un numero infinito di quantità può non essere uguale 
alla somma dei loro limiti. 

27. Si abbiano ora due quantità t/ e t/|, che per x^a a destra o 
a sinistra o per x=± oo divengono insieme infinitesime o infinite, 
e supponiamo che di esse almeno la seconda non prenda mai il 
valore zero o il valore infinito quando x é differente da a e 
sufficientemente vicino ad a, o quando x è sufficentemente grande. 

m 

Allora il rapporto — avrà un significato, e per x=a a destra o 

a sinistra, o per x=± oo, potrà avere per limite zero o una quan- 
tità finita e determinata, o ± oo, o non avere un limite determi- 
nato; e noi nel primo caso diremo che y per x=a a destra o a 
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sinistra o per ;r=+oo diviene infinitesima o infinita di ordine re- 
spettiyamente maggiore o minore di y^^ nel secondo che y e y^ 
divengono infinitesime o infinite dello stesso ordine, e nel terzo 
che y diviene infinitesima o infinita di ordine respettivamente 

minore o maggiore di y^. E nel quarto caso poi, se il rapporto ~, 

Vi 
senza avere un limite determinato, resterà sempre in valore asso- 
luto maggiore di un certo numero differente da zero e positivo e 
minore di un certo numero pure positivo e finito, si potrà dire anco- 
ra che per x^a a destra o a sinistra o per a?=+ oo, ;/ e ^i divengono 

infinitesime o infinite dello stess' ordine, mentre se il rapporto — 

- Vi 

potrà anche accostarsi quanto si vuole a zero o passare per zero, 

restando però sempre minore in valore assoluto di un certo numero 
positivo, potremo dire soltanto che y diviene nei soliti casi infini- 
tesima o infinita di ordine non minore o non maggiore respettiva- 
mente di j^i, e se il rapporto ~ non potrà accostarsi a zero col 

Vi 

suo valore assoluto più di una certa qi^antità, ma potrà prendere 
anche valori numericamente maggiori di qualunque numero dato, 
allora potremo dire soltanto che y nei soliti casi diviene infinite- 
sima o infinita di ordine non maggiore o non minore respettiva- 

mente di ^i; e nel caso infine che il rapporto ^ possa al tempo 

Vi 
stesso accostarsi quanto si vuole a zero o passare per zero e 

prendere valori numericamente maggiori di qualunque numero 

dato, non potremo propriamente paragonare, come negli altri casi, 

gli ordini di infinitesimo o di infinito di y e dì y^. 

28. In particolare se le quantità yi={x — a)"*, e yi=-;si i 

SI/ 

ove m è positivo, si riguardano come infinitesime di ordine m per 

x=:a o per a;==± oo, e le quantità y^= j r^, yi=a^, ove m 

è pure positivo, si riguardano invece come infinite di ordine m 
^per x=ia o per x=± oo, potremo dire che per x=a a destra o a 
sinistra o per x=± oo, y sarà infinitesima o infinita di ordine m 
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se le quantità z — "^-^i oif^t/y o le altre {x—ayy, -j- respettiva- 

mente, colPavvicinarsi indefinitamente di a; ad a a destra o a 
sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori positivi o 
per valori negativi, tenderanno verso limiti determinati e finiti 
differenti da zero, o oscilleranno fra numeri finiti mantenendosi 
però sempre discoste da zero più di un certo numero determinato. 
E dietro queste denominazioni si avranno quantità y che di- 
verranno infinitesime o infinite di ordini positivi determinati razio- 
nali (interi o fratti) o irrazionali. Oltre a ciò si può osservare che 
le quantità log (x — a), log* (x — a), log^ (x — a), ... e così le potenze 
e i prodotti di queste quantità, o almeno le loro parti reali, per 
x=a divengono infinite, ma il loro ordine d' infinito non può 
dirsi determinato, e deve riguardarsi come minore di qualunque 
quantità data, sebbene differente da zero, perchè per m, m^, ^v • • 
mn positivi e per n finito i prodotti della forma: 

(a;-a)"[log («-«)]"* [ V (^-«) ]"* • • • [log» (x-a)] "" 

per x=a hanno sempre per limite zero. Similmente le quantità 
log a?, log* Xj log^ a?,... e così 1 loro prodotti e potenze (o le loro 
parti reali) col crescere indefinito di x per valori positivi o per 
valori negativi divengono infinite, ma di un ordine che può sol- 
tanto riguardarsi come minore di qualunque quantità data, seb- 
bene differente da zero; talché possiamo dire che, oltre agli infinite- 
simi e infiniti di ordini determinati razionali e irrazionali, avremo 
altri infinitesimi e infiniti che rispetto alP ordine non saranno 
comparabili con questi altro che nel senso del maggiore o del 
minore; e tali p: es: saranno per x=a gli infinitesimi delle 
quantità della forma: 

(x—a) log (x—a) log* (a?— a)... log* (x^a) 

ove n è finito, e gli infiniti delle quantità: 

1 

(x— a) log (x—a) log* (x—a)... log" (a?— a) ' 

che sono propriamente di ordine inferiore al primo, ma non di 
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un ordine determinato, poiché si trova soltanto che quest'ordine 
dovrebbe di£Perire dal primo meno di qualunque quantità data. 

Notiamo ancora che come i logaritmi conducono ad esem- 
pii di quantità che divengono infinitesime o infinite di ordini 
che non sono determinati, e che in certo modo possono venire 



X 



riguardati come infinitesimi, le esponenziali e *~", e ci danno 
invece esempii di quantità che divengono infinitesime o infinite di 
ordine superiore a qualunque quantità data, o^ come si dice, di 
ordine infinito. 

Infine osserviamo che gli infiniti di una quantità quando sono 
di ordine determinato, possono venire riguardati come infinitesimi 
di ordine negativo e viceversa. 

Concetto di funzione. — Continnità e discontinnità. 

29. Premesse le considerazioni precedenti sui numeri incom- 
mensurabili; sui gruppi di punti, e sui limiti, passiamo a occuparci 
delle funzioni, e incominciamo dallo stabilirne il concetto per 
quelle di una sola variabile reale. 

Qli antichi usarono dapprima la parola funzione per espri- 
mere le varie potenze di una stessa quantità, e solo da Leibnitz, 
dai BemouUi e più specialmente poi da Eulero fu esteso il concetto 
di funzione fino a comprendere tutte le espressioni analitiche che 
contengono in un modo qualunque le variabili corrispondenti. Nel 
secolo attuale poi Dirichlet dette per la parola funzione un signi- 
ficato indipendente da qualunque ipotesi sulla possibilità di una 
espressione analitica, e chiamò funzione di una variabile reale x 
in un dato intervallo ogni quantità y che per ogni valore speciale 
di X compreso nello stesso intervallo (gli estremi inclusi) ha un 
valore unico e detenninato che è conosciuto o può sempre aversi, 
senza occuparsi se la determinazione di questo valore di y si 
faccia per mezzo di operazioni analitiche sulla variabile stessa x^ 
o in altro modo qualunque. 

Noi adotteremo questo concetto di funzione, limitandoci 
specialmente alle funzioni reali e finite; e così p: es: sarà funzione 
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di a; in un interrallo qnalimqQe la quantità y che è somma della 
serie sempre convergente: 
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perchè per ogni valore di a; in qneir intervallo y avrà un valore 
finito e determinato; e sarà funzione della a? in un certo intervallo 
una quantità y che pei valori razionali di x nello stesso intervallo 
è uguale a zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno; e sarà 
pure funzione di J? in un dato intervallo una quantità che pei va- 
lori razionali di x nello stesso intervallo è uguale a rr e pei valori 
irrazionali è uguale a x\,,. Invece se per una quantità y fosse 
detto soltanto che in un intervallo che comprende il punto fl;=0 

essa è uguale a sen— , non si potrebbe considerarla come funzione 

X 

di fl? in tutto lo stesso intervallo, perchè il suo valore per a;=0 
non sarebbe determinato; e solo diverrebbe una funzione di x 
in tutto lo stesso intervallo quando le si assegnasse un valore 
speciale qualunque anche per x=0, come p: es: quando si stabi- 
lisse che per x=0 essa prende il valore zero. 

E qui è da osservare che definite le funzioni in un modo così 
generale, finché non si pongano altre condizioni non si avranno 
per esse proprietà generali che includano delle relazioni fra i 
valori che esse hanno in punti differenti qualunque (cioè per valori 
differenti di a?) quand'anche questi punti si suppongano arbi- 
trariamente vicini Tuno all'altro, perchè i valori che esse avranno 
in tali punti potranno essere tutt' affatto qualunque e indipen- 
denti del tutto gli uni dagli altri; (e ciò nonostante che debbano 
esservi certe leggi determinate mediante le quali riescano deter- 
minati i singoli valori della funzione in ogni punto, giacché 
evidentemente senza queste leggi, essendo infiniti i punti di un 
intervallo qualunque, non si potrebbe mai dire pienamente deter- 
minata la funzione); talché in particolare, senza fare qualche 
limitazione, non si potrà affatto parlare di continuità, di differen- 
ziabilità ec. . . . 
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E con tale definizione si dà luogo naturalmente anche alla 
domanda « se, conservando tutta la generalità contenuta nella 
e definizione, una funzione y ài x data in un certo intervallo 
e possa sempre o nò esprimersi analiticamente per tutti i valori 
e della variabile nell^ intervallo stesso per una o più serie finite o 
€ infinite di operazioni di calcolo da farsi sulla variabile », e a que- 
sta domanda, nello stato attuale della scienza, non può ancora 
rispondersi in modo pienamente soddisfacente, poiché, quantunque 
si sappia ora che per estesissime classi di funzioni e anche per 
funzioni che presentano grandissime singolarità può darsi una 
espressione analitica, resta però ancora il dubbio che, non facendo 
nessuna limitazione, possano anche esistere funzioni per le quali 
ogni espressione analitica, almeno cogli attuali segni dell^ analisi, 
è del tutto impossibile. 

Volendo ora fare uno studio sulle funzioni di una variabile 
reale x quali le abbiamo definite, incominceremo dal cercare quali 
distinzioni possono farsi in esse quando si ha riguardo alla 
continuità o alle discontinuità che esse possono presentare pei 
differenti valori della variabile nel? intervallo che si considera. 

30. Indichiamo perciò con /'(a;) la funzione che consideriamo 
in un interv^lo finito (a, p) e ricordiamo espressamente che per 
la definizione che abbiamo data, essa avrà un valore unico e 
determinato in ogni punto dello stesso intervallo (i limiti inolus.); 
e a meno che non si avverta espressamente il contrario, suppo- 
niamo sempre che essa sia reale e sia finita ( cioè i suoi valori 
siano tutti compresi fra due numeri finiti ). 

Diremo che essa è contìnua per a? = a o nel punto a ove 
ha il valore /" (a), quando per ogni numero differente da zero 
ma arbitrariamente piccolo e positivo a, esisterà un numero 
differente da zero e positivo £ tale che per tutti i valori di 8 
numericamente minori di e la differenza f ( a-^S ) — f (a) sia 
numericamente minore di a; o, in altri termini, diremo che f (x) 
è continua nel punto x=a ove ha il valore f(a\ quando il limite 
dei suoi valori a destra e a sinistra di a è lo stesso ed è uguale 
a /"(a), o anche, se vuoisi, quando le quantità f (a-f-A) e f (a — A), 
ove h è positivo, per h=0 hanno per limite f (a); o anche infine 
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quando le quantità f (a+A) — f (a), f (a — h) — f(a) divengono 
infinitesime insieme con h. 

Diremo poi che f {^) è discotìiimia per x=^a quando non 
esiste per ogni valore positivo di o un valore corrispondente 
positivo di e tale che per tutti i valori di 8 numericamente minori 
di 6 si Bibbia sempre numericamente /^(a+S) — f {a) <a; o in 
altri termini, diremo che f (x) è discontinua per x=a quando i 
valori f (a+A) di f {x) a destra di a e quelli f (a — h) di f (x) a 
sinistra di a non hanno limiti determinati sì gli uni che gli altri, 
o avendoli sono differenti dalle due parti di a, o essendo uguali 
differiscono dal valore f (a) che ha la funzione nel punto a. 

S'intende però che se a fosse un estremo ot o p dell'intervallo, 
allora, tanto nel caso della continuità quanto in quello della 
discontinuità, non si potrebbe parlare di valori di f (x) altro che 
da una parte di questo estremo, e quindi non si potrebbero consi- 
derare che i valori di f (a-\-h) o quelli di f (a-h\ e il valore f(a). 

31. Faremo poi sulle discontinuità che f {x) può presentare 
nel punto a, le seguenti distinzioni. 

1.** Nel caso che il punto a non sia un estremo dell'inter- 
vallo e la discontinuità che si ha in questo punto sia di quelle 
per le quali i valori f (a+A) e f (a — h) di f (x) a destra e a 
sinistra di a hanno uno stesso limite determinato A ma differente 
dal valore f (a) di f (x) nel punto a, allora siccome la continuità 
della funzione in questo punto potrebbe ristabilirsi quando invece 
di f (a) si prendesse A pel valore della funzione nel punto stesso, 
noi diremo con Biemann che si ha in a una discontinuità che può 
togliersi mutando il valore della funzione in quel punto. 

2.° Nel caso poi che il punto a ove f (x) è discontinua non 
sia un estremo dell'intervallo, e che i valori di f (x) da una parte 
di a abbiano per limite /^(a), e quelli dall'altra parte non ab- 
biano verun limite determinato o lo abbiano differente da f (a), 
si dirà che f (x) è continua da una parte (a destra o a sinistra) di 
a e è discontinua dalValtra, o più semplicemente si dirà che f {x) 
è continua o è discontinua soltanto da una parte di a. (*). 

(*) E da notare cho ora che si ha il concetto di funzione continua in un punto a o 
da una parte di qutisto puuto, si può dire che se ^ è nna quantità che è per data tuUi 
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S,^ Se da una parte di un punto a si ha discontinuità in 
f (•'■)» ® questa discontinuità è tale che i valori di f {x) dalla 
stessa parte di a hanno un limite determinato, si dirà che essa è 
una discontinuità ordinaria o discontinuità di prima specie; 
mentre se gli stessi valori di f (x) non hanno un limite determi- 
nato, la discontinuità si dirà di seconda specie; e così le discon- 
tinuità che possono togliersi mutando il valore della funzione nel 
punto corrispondente saranno sempre discontinuità ordinarie 
dalle due parti di questo punto; e quando la funzione f (x) in un 
punto a che non è un estremo delV intervallo sarà discontinua, 
potrà avvenire che essa sia continua da una parte di a e dalP al- 
tra abbia una discontinuità ordinaria o una discontinuità di 
seconda specie, o, essendo discontinua dalle due parti di a, abbia 
da ambedue le parti una discontinuità ordinaria o una disconti- 
nuità di seconda specie, o abbia invece da una parte una 
discontinuità ordinaria, e dalP altra una discontinuità di seconda 
specie; e cambiando il valore della funzione in questo punto 
potremo sempre togliere la discontinuità almeno da una parte se 
essa è di prima specie, ma non già se è di seconda specie. 

E così quando il punto di discontinuità di f (x) sia un 
estremo delPintervallo, se la discontinuità sarà di quelle che ora 
abbiamo chiamate ordinarie potremo anche riguardarla come una 
di quelle che possono togliersi mutando il valore della funzione 
in quel punto. 

32. Merita poi di essere osservato che quando da una parte 
di un punto a si avrà una discontinuità di seconda specie, i valori 
àif(x) colVavvicinarsi indefinitamente di ^ ad a dalla stessa parte 
faranno continue oscillazioni ( in numero infinito ) di ampiezza 
maggiore di un certo numero dato ( §. 24), perchè allora questi 
valori di f (x) non avranno un limite determiaato. E di ciò si ha 
un esempio nella funzione che pei valori di x differenti da a è 

i Talori di x compresi in nn intervallo (a, a+c) a destra o a sinistra di a (a inclas.), 
il caso (§. 20) in cui il valore yn di y per ac=ra coincide col limite dei valori che si 
hinno per y a destra o a sinistra di a, è soltanto quello in cui y, considerata come 
funzione di x, è funzione continua di x almeno dalla parte destra o dalla parte 
sinistra di a. 
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ugnale a sen e per x=a è zero, poiché questa funzione per 

x=a a destra e a sinistra ha una discontinuità di seconda specie, 
e coir avvicinarsi indefinitamente di a? ad a dair una o dall^ altra 
parte di a oscilla continuamente fìra — lei. 

Inoltre si può anche notare che una funzione continua a 
destra o a sinistra di un punto a, o che abbia semplicemente una 
discontinuità ordinaria da una deUe due parti di questo punto, 
potrà fare essa pure in vicinanza del punto a dalla parte che si 
considera un numero infinito dì oscillazioni, ma V ampiezza di 
queste oscillazioni impiccolirà oltre ogni limite coll^ avvicinarsi 
indefinitamente di a; ad a (§. 24). Così avviene p: es: nel punto 

27=0 per la funzione che per x diverso da zero è uguale a xsen-, 

X 

e per x=0 è zero o ha un altro valore finito qualunque. 

33. Inoltre è da osservare che una funzione potrà essere 
continua o avere soltanto una discontinuità ordinaria da una 
parte di un punto a p: es: a destra, e essere poi discontinua, e 
anche discontinua di seconda specie, a sinistra di punti che si 
trovano nelle parti a destra di ogni intorno di a arbitrariamente 
piccolo (cioè di punti situati a destra di a e vicini quanto si vuole 
ad a); e viceversa può aversi discontinuità anche di seconda specie 
nel punto a a destra, e aversi continuità a sinistra di punti che 
siano vicini quanto si vuole ad a e siano a destra di a. 

L^ esservi infatti continuità a destra di un punto a, o anche 
soltanto Tesservi una discontinuità ordinaria porta che per ogni 
numero positivo a esista un numero positivo e tale che nelP inter- 
vallo (a, a-]-e), che ha V estremo inferiore in a, si abbia numeri- 
camente: 

(1) f (a+e)-f (a+8) <o. 

Invece Tesservi continuità o soltanto una discontinuità ordi- 
naria a sinistra di un punto x=a-\-e che si trova a destra di a 
e vicino quanto si vuole ad a, porta che per ogni numero posi- 
tivo o^ esista un intervallo (a-\-B — e|,a-|-s')i ooWestremo superiore 
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nd punto fisso a-f-sS per ogni punto x del quale si abbia nume- 
ricamente: 

(2) /'(a+s'-e,)-/'(ar) <a,; 

e questo mostra subito quanto abbiamo detto sopra, giacché delle 
due condizioni (1) e (2) Tuna non trascina di necessità T altra, 
inquantochè se coll^ impiccolire di a continua sempre ad esistere 
im intervallo ( a, a+e ) coU^estremo inferiore in a e nel quale 
è soddisfatta la condizione (1), non ne viene di necessità che col- 
r impiccolire di a^ debba continuare ad esistere un intervallo 
(fl-\-B — e'i, a+e') coli' estremo superiore nel punto fisso a+e' nel 
quale sia soddisfatta la condizione (2), e viceversa. 

Del resto tali singolarità si riscontrano e£Fettivamente nelle 
funzioni che considereremo in seguito che sono continue nei 
punti irrazionali (cioè nei punti che corrispondono a valori irra- 
zionali di tr) di un dato intervallo e sono discontinue nei punti 
razionali dello stesso intervallo; e si riscontrano anche nella 

funzione che per x differente da a è uguale a sen e per 

x=a è zero, poiché questa funzione ha uiìa discontinuità di 
seconda specie nel punto x=a a destra e a sinistra, mentre è 
continua in tutti i punti vicini quanto si vuole ad a a destra e 
a sinistra. 

34. Supponiamo ora che la funzione/^ (x) abbia una disconti- 
nuità (di prima o di seconda specie) da una parte di un punto a 
p: es: a destra, e osserviamo che tutti i numeri positivi a differenti 
da zero possono distinguersi in numeri che soddisfano respetti- 
vamente e numeri che non soddisfano alla condizione che per essi 
sia sempre possibile di trovare un intervallo a destra di a 
{a, a+s) nel quale sia sempre in valore assoluto: f(x) — /"(aXo. 
Allora per quanto si è detto nel §. 9 si vedrà subito che deve 
esistere un numero o' (limite inferiore dei numeri a pei quali 
esiste il detto intervallo (a,a-\-B)) che eseguirà la scomposizione 
dei numeri positivi nelle due classi indicate, e questo numero n> 
sarà differente da zero, perché altrimenti non si avrebbe in f(x) 
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la supposta discontinuità, e godrà della proprietà che per ogni 
numero (C>g esisterà un intervallo (a, a+e) a destra di a nel 
quale si avrà sempre numericamente f (x) — f {a)<Cp , mentre 
per ogni numero positivo o<a' in qualunque intervallo (a, a+e) 
esisteranno invece dei valori di x per quali sarà numericamente 
f (x) — f(a)^G. Questo numero a' perciò si dirà il salto della 
funzione nel punto a a destra. 

Analogamente si avrà un salto o a sinistra di a quando f (x) 
sia discontinua in a a sinistra. E quando f (x) sia discontinua 
dalle due parti di a si chiamerà salto della funzione nel punto a 
il maggiore fra i due numeri che rappresentano il salto a destra e 
quello a sinistra. 

E ora, con queste denominazioni potremo dire evidentemente 
che quando una funzione è tale che da una parte di un punto a p: es: 
a destra è continua o ha soltanto una discontinuità ordinaria, e 
a sinistra di punti che sono a destra di a e vicini quanto si vuole 
ad a è discontinua, i salti che essa farà a sinistra di questi punti 
dovranno impiccolire oltre ogni limite coli' avvicinarsi indefini- 
tamente degli stessi punti ad a, ma non viceversa; giacche, come 
si è detto nel paragrafo precedente, esistono anche funzioni, come 

la solita funzione sen , che sono continue in questi punti, 

X — a 

e hanno una discontinuità di seconda specie nel punto a. 

35. Diciamo poi fin d'ora che quando f (x) a destra o a sini- 
stra di un punto a è continua o ha soltanto una discontinuità 
ordinaria, dietro le notazioni di DiridUet, si suole indicare con 
f (a-\-0) o f (a — 0) il limite per h positivo e tendente a zero dei 
valori f(a-{-K) o f (a — h) che si hanno per f (x) dalla parte cor- 
rispondente di a (destra o sinistra). Conseguentemente quando 
in a vi sia continuità dalle due parti, o vi sia una di quelle 
discontinuità che possono togliersi mutando il valore della fun- 
zione in quel punto, le stesse quantità f (a+0) e f (a — 0) saranno 
uguali fra loro e nel primo caso saranno anche uguali a f (a). 
Le stesse quantità però non avranno verun significato quando la 
discontinuità che si ha in f (r) dalla parte di a cui esse si rife- 
riscono sia una discontinuità di seconda specie. 
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Nel caso poi che la àiscontìnuità dì f (x) per x=^a da una 
almeno delle due parti p: es: a destra sia una discontinuità ordi- 
naria il salto corrispondente della funzione sarà evidentemente il 
valore assoluto di f (a+O) - f (a); e similmente il valore assoluto 
di f (a-0) - f (a) sarà il salto di f (x) nel caso che si abbia una 
discontinuità ordinaria a sinistra di a. 

36. Adesso troviamo utile di esporre il seguente teorema 
di Weierstrass relativo ai limiti superiori e inferiori (o massimi 
o minimi) dei valori di una funzione (reale e sempre finita) in 
un dato intervallo. 

Sia perciò f (x) la nostra funzione data arbitrariamente 
neirintervallo da a e ^ (i limiti inclusi). Pel teorema del §. 15 si 
può dire intanto che esisterà un limite superiore X e un limite 
inferiore ^ dei valori della stessa funzione in questo intervallo; 
e ora ci proponiamo di mostrare che in questo intervallo esiste 
sempre almeno un punto determinato x (che può essere anche 
un estremo dell'intervallo stesso) dotato della proprietà che pei 
valori di f {x) corrispondenti ai punti di ogni intomo di x (§. 11), 
anche arbitrariamente piccolo il limite superiore è ancora X (Wei- 
erstrass). 

La dimostrazione di questo teorema si fa ancora col processo 
della divisione dell'intervallo in 2, 2,* 2^. . . 2**. . . parti uguali. 
Supponiamo perciò come al solito P^a, e dividiamo l'intervallo 

da a a p in due intervalli uguali f a, ^-^ j , ( ~- , P j, e imma- 
giniamo determinati i limiti superiori X^, e X^ dei valori di f (x) 
corrispondenti ai valori di x che cadono nel primo e nel secondo 
di questi intervalli respettivamente. E chiaro che nessuno di 
questi numeri X^ eX^ potrà essere superiore a X, poiché altrimenti 
nell'intervallo (a, p) vi sarebbero valori di f (x) maggiori di X, e 
neppure potranno essere tutti e due inferiori a X, poiché altri- 
menti se fosse p: es: X^ < X2<X , fra X^ e X non vi sarebbero valori 
di f (x) nell'intervallo (a, p), e per conseguenza nell'un caso e 
nell' altro X non sarebbe il limite superiore corrispondente ai 
valori di f(x) nello stesso intervallo; quindi uno almeno degli 
stessi numeri X| e X^ dovrà essere uguale a X. Ora se X|=X, qua- 



am- 
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lunque sia del resto Xj (cioè < X), noi ci occuperemo delP intervallo 
cui corrisponde X| (Icioè del primo), mentre se X| non è uguale a X, 
ciò che porta che allora si abbia ì^=k noi ci oocuperemo del 
secondo intervallo; e quindi ponendo ^ — 01=7, e indicando con a^ 
un numero uguale a zero o a uno secondochè X^ è o nò ugnale a X, 

e ponendo ar|=a+ ^a^ , sarà ( x^ , ^i+^ ) l' intervallo di 

piezza uguale a ^ di cui ci occuperemo, e nel quale il limite 

superiore dei valori di /* (a?) è ancora X. 

Operando ora in modo simile su questo intervallo, e indi* 
cando con a^ un nuovo numero uguale a zero o a uno secondochè 
il limite superiore di tutti i valori ài f (x) corrispondenti al 
primo dei nuovi intervalli ottenuti è uguale o nò a X , e ponendo 

a?2=: ^i+J^o^, si otterrà l'intervallo (x^ , a^j+9«) ^®1 quale il 
limite superiore dei valori dìf(x)è ancóra X; e cosi continuando 

col porre successivamente iPs^^^a+na^si • • • • ^*=^-iH~9;ì^»* ^^® 

a^j.,.an hanno al solito i valori o 1 che si determinano succes- 
sivamente nel modo che si è detto, dopo n di queste operazioni 

successive si giungerà all'intervallo f xw, 2-M-|-p^] di ampiezza 

^ nel quale il limite superiore dei valori di f (x) è ancora X. 
Ora, considerando le due serie di numeri (a, tr^ , a?),... Xn)^ 

( p , iPf+s^ , ^2"l"^ 1 • • • ^••"1"^ ) ^^^ ^^^^ ^^ ottengono, si vede 

che esse, come quelle dei §§. 6 e 9, col crescere sempre più di n 
danno luogo ad una scomposizione di numeri in due classi alla 
quale corrisponde un numero determinato x\ che può essere anche 
un estremo a o p dell'intervallo dato, e che è compreso negli 

intervalli f xn , xn-\-^ j che successivamente si ottengono (i limiti 

inclus.); e ora sarà facile di vedere che questo numero x' è appunto 
quello del quale si vuole dimostrare l'esistenza. 



— 45 — 

Osservando infatti che esso giace negli intervalli f arn, Xh+^ 1 
(i limiti indus.) si vede subito che uno almeno dei due intervalli 
(xn a;'), f a?', Xn'{-^ j sarà di ampiezza differente da zero e in 
uno almeno di essi il limite superiore dei valori di f (x) sarà 
ancora X; quindi, poiché si ha evidentemente x' — gw <C ~^, e 

Xw+g^ — ^'^Qn> ® ^ P^^ prendersi così grande che ^ sia un 

numero minore di quella quantità che più ci piace, si conclude che 
effettivamente, qualunque sia il numero positivo e arbitrariamente 
piccolo £, pei valori di x che cadono in uno almeno dei due inter- 
valli (a:'-s, x\ (x\ a?+s)i ® qiiiiidi anche pei valori di a; fra a:'-e e 
x'~|-e che cadono nelV intervallo dato da a a ^ (a e ^ inclus.) (o, 
il che è lo stesso, pei punti di ogni intomo di x') il limite superiore 
dei valori ài f {x) è ancora X; e questo dimostra il teorema, 
poichò dal processo tenuto per trovare il punto x' risulta anche 
che di tali punti potrebbe esisterne più di uno. 

Un teorema analogo si ha per il limite inferiore dei valori di 
f(x) nell'mtervallo (a, g). 

37. Poiché siamo a parlare di limite superiore e inferiore (o 
massimo e minimo) di una funzione in un dato intervallo diremo 
subito che la differenza fra il limite superiore e il limite inferiore 
(o fra il massimo e il minimo) dei valori di una funzione f (x) 
in un dato intervallo si chiama oscillazione della funzione nd- 
FintervaUo stesso: e osserveremo che se x^ e x^ sono due valori 
di a; in questo intervallo, e D é T oscillazione di f {x) nello stesso 
intervallo, si avrà in valore assoluto D > / (x^) - f (xj) ; e se 
rintervallo é quello da a ad a — e o quello da a — 8 ad a-f-8 e si 
ha sempre in esso f (x) — f(a) <a, sarà evidentemente D < 2 o; 
e se da a ad a-f-s o da a — e ad a-f-e la funzione ammette effet- 
tivamente un massimo e un minimo si può anche affermare che 
sarà D < 2 o . 

38. Infine osserveremo che se /i (x), /, (x) . . fn (x) sono un 
numero finito di funzioni di x in un dato intervallo e sono tutte 



¥ 
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continue in uno stesso punto a del medesimo intervallo, si vede 
facilmente che altrettanto accadrà della loro somma algebrica e 
del loro prodotto, e anche del quoziente di due qualunque fra 
esse quando però esista un intorno del punto a nel quale la 
funzione denominatore si mantenga sempre differente da zero per 
una quantità finita, ec. . . 

E osserveremo poi, una volta per sempre, che le considerazioni 
che abbiamo esposte per le funzioni reali di una variabile reale 
si riportano alle funzioni complesse di una variabile reale, con- 
siderando in esse separatamente le due funzioni parte reale e 
coefficiente delP immaginario, e talvolta anche considerando sem- 
plicemente la funzione modulo della funzione stessa. 

Fimzioiii contiiLne in nn dato intervallo. 

39. Si dicono continue in un dato intervallo quelle funzioni 
che in tutti i punti del? intervallo stesso (gli estremi inclus.) sono 
continue; e si dicono generalmente continue in un intervallo quelle 
funzioni che sono discontinue soltanto in un numero finito di 
punti deir intervallo stesso, talché togliendo questi punti, con 
intervalli piccoli quanto si vuole, negli intervalli restanti esse 
sono continue. 

Così per es: la funzione a?sen— , quando si prenda zero pel 

valore di essa nel punto j?=0, è continua in qualunque intervallo; 

mentre la funzione sen- , qualunque sia il valore che si prende 

per essa nel punto a;=0, è continua soltanto generalmente in 
quelli intervalli che contengono il punto x=0 . 

40. Noi ci occuperemo ora in modo speciale delle funzioni 
che sono continue nelP intervallo finito (a, p) che si considera, 
e incoDMncieremo perciò dall' osservare che se f (x) è una tale 
funzione, prendendo a piacere un numero differente da zero ma 
arbitrariamente piccolo e positivo o, per ogni valore speciale a 
di 07 fra a e p (a e p inclus.) esisterà una speciale quantità diffe- 
rente da zero e positiva e tale che per tutti i valori di S numerica- 
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mente minori di 8 pei quali il punto a-(-8 cade nell'intervallo che 
si considera (qt, p) (a e p inclus.) (*) si abbia in valore assoluto 
f (a-|-8)-- f ifl) <Z.^* Però per uno stesso valore di <3 potrà 
avvenire che il numero e che serve per certi punti a non serva 
più per altri punti dello stesso intervallo, ma per questi debba 
essere diminuito; ed anche nasce il dubbio che, come accade 
quando ci si avvicina indefinitamente ai punti di discontinuità per 
le funzioni che sono soltanto generalmente continue, anche per 
le funzioni continue nello stesso intervallo, coU'awicinarsi di c^ a 
certi punti speciali, e possa impiccolire oltre ogni limite senza però 
raggiungere mai il valore zero (che sarebbe così soltanto il limite 
inferiore di tutti i valori s). In altri termini, si ha così il dubbio 
che in certi casi non esista un numero e differente da zero che 
serva per tutti i valori dia;daaap(aep inclus.); ed è appunto 
per questo dubbio che si era da taluno proposto di distinguere 
la continuità di una funzione che è continua in un certo inter* 
vallo (a, p) in continuità uniforme, e continuità non uniforme 
secondochè per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a 
esistesse o nò un numero differente da zero e positivo e tale che 
per tutti i valori di 8 numericamente minori di e pei quali il 
punto a;-f-8 cade nell'intervallo dato (a, p) (a, e p inclus.), e per 
tutti i valori di x nello stesso intervallo (gli estremi ancora inclus.) 
si avesse in valore assoluto f (a?+8) — /^ (^) <C ^ • Ora però è 
stato dimostrato da Cantor che se f{x) è continua nell'intervallo 
da a a p, per ogni numero o esiste sempre un tal numero e che 
serve per tutti i punti dell' intervallo stesso, e quindi la distin- 
zione surriferita si rende ora del tutto inutile. 

• 

(*) A scanso di equivoci facciamo ossenrare che noi diciamo sempre di limitarci 
a considerare i valori di ^ namericamonte minori di e pei quali U pwoo a-|-(f cade 
neU'intertfaUo dato (a, |3) (a e p inclas.), o i punti a-f-cf compresi fra a— 8 e a-j-s 
die cadono ndl'iiUeroaUo ttetio (a, p) perchè, per punti a sufflcientemente vicini agli 
estremi a e p e in questi estremi, alcuni dei punti a-\-^ ^i quali ^ è numerica- 
mente minore di f usciranno effettivamente dall* intervallo (a 0). Si può osservare 
infatti che anche se a è sufficientemente vidno ad un estremo per es: ad a, o è in 
questo estremo, potrà darsi che dehha ancora considerarsi un numero fisso e positivo 
c;^ a— R tale che pei punti a-f-<^ compresi fra « e a-f-s (oc inclus.) si ahhia 
numericamente /{<»-{- 3) — / {a) <. a; e allora, alcuni dei punti a-{- J P^i quali ^ 
è numericamente minore di e usciranno effettivamente dall'intervallo {a, (3). 
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41. Questo importante teorema di Gantor si dimostra nel 
modo seguente: 

Consideriamo i valori di a; fra a e ^ (a e ^ inclus.) e indichiamo 
con 6 (o, x) un numero e che pel valore speciale di x che si consi- 
dera gode della proprietà che per tutti i valori di S numericamente 
minori di e e pei quali il punto x-f-S cade fra a e p (a e p inclus.) 
si ha in valore assoluto f (x+8) — f(pc)<C<i* Per la continuità 
che noi supponiamo in f (x) questo numero e esisterà e sarà dif- 
fe^nte da zero, però esso non sarà bene determinato perchè ogni 
numero fra e e potrebbe servire egualmente. Per togliere questa 
indeterminazione, noi fisseremo di prendere per e il limite supe- 
riore dei valori di e che rispetto al punto x sono compatibili colle 
proprietà che devono avere tutte le e (il qual limite evidentemente 
esisterà §. 15), e riterremo che e (o, x) ci indichi questo valore così 
determinato di e pel punto x; e allora questa quantità e (cs, x) nel- 
r intervallo (a, ^) potrà riguardarsi come una funzione di x. 

Da ciò segue (§§. 15 e 36) che esisterà un limite inferiore X' 
pei valori di 8 (a, x) nelPintervallo stesso (oc, P), e esisterà almeno 
un punto x' fra a e p (a e p inclus.) dptato della proprietà che pei 
punti di ogni intomo di x anche arbitrariamente piccolo, il limite 
inferiore dei valori corrispondenti di e (a, x) è ancora X'. Inoltre, 
siccome la funzione f (x) è sempre continua, per il punto x esi- 
sterà un numero positivo e differente da zero e dotato della pro- 
prietà che per tutti i valori di 8' numericamente minori di e' pei 
quali il punto x'+8* cade nell^intervallo dato si ha in valore asso- 
luto /"(ay'+S')- /"(a^'Xs-i e quindi nell'intervallo (^'— e', x'+b) 

(o nella porzione di esso che cade nell'intervallo dato) le variazioni 
della funzione saranno sempre numericamente minori di ò. Ne 
9egue che per tuUi i punti x che possono considerarsi nell'inter- 

vallo ( X — — , x'-\-^ j un valore per e uguale a ^ soddisfarà alla 

condizione di darci in valore assoluto f (x+8) — f{x) <; o per tutte 

le 8 numericamente minori di questo e e per le quali il punto a;+8 

resta nell'intervallo (a, p); quindi per tutti questi punti x la quan- 

s 
tità e(a, x) definita sopra non potrà essere inferiore a -^, e X' che 
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è il limite inferiore dei valori 8 (a, x) per gli stessi yalori dì a;, e 
anche per tutti i valori dia;fraae^(i!xep inclus.)i non potrà 

essere minore di ^. Questo ci dimostra che per tutti ì valori dì x 

compresi nell'intervallo (a, p) (gli estremi incl.), e per tutti i valori 

. . 8 

dì S numericamente minori di ^ e pei quali il punto x+S cade nel- 
l'intervallo stesso (a, p) si ha in valore assoluto fix+S) — f(x)<j^; 
quindi il teorema resta così dimostrato. 

42. Notiamo che dal teorema precedente risulta subito V altro 
che: se una funzione f (x) è continua in tutto un intervallo (a, p), 
prendendo un numero positivo e arbitrariamente piccolo a, si potrà 
sempre scomporre VhvtervaUo totale (a, p) in un numero finito di 
intervalli parziali sufficientemente piccoli, ma tutti di ampiezza 
differente da zero, tali che le oscillazioni della funzione in ciascuno 
di essi siano tutte minori di o; giacché se e è il numero di cui 
abbiamo mostrato sopra resistenza e che serve per un numero o 

inferiore a -^, in ogni intervallo inferiore o uguale a e le oscilla- 

zionì della funzione non saranno mai superiori a 2 q' (§. 37), e 
quindi saranno tutte inferiori a (3. 

43. Le funzioni continue in un dato intervallo godono anche di 
altre proprietà che, sebbene si diano spesso come di una evidenza 
inunedìata, esigono pur nonostante una dimostrazione speciale 
quando si voglia fare uno studio rigoroso delle stesse funzioni. 

Queste proprietà sono contenute nei seguenti teoremi, dei 
quali il primo il terzo e il quarto si riferiscono più generalmente 
anche alle funzioni che sono continue soltanto in un punto. 

Teorema L Se una funzione f (x) è continua in un punto 
determinato x\ ed è conoscitUa in un gruppo di punti dei quali x è 
soltanto un punto-limite (§. 12); essa sarà determinata atiche net 
punto x\ 

Infatti, se questo accade, e oi|, o^, . . an , . . . sono i punti del 
gruppo dato disposti in modo che col crescere di n vadano sempre 
più avvicinandosi ad x\ i valori f (a,), f (o^), . . . fiju)^. . . f (««•+»), . . 
sono conosciuti, ed hanno un limite determinato (§. 22) perchè, 

4 
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a causa della continuità di f{x\ le diflFerenze /'(aiii+») — f (an), qua- 
lunque sia il numero positivo w, col crescere indefinito di n, fini- 
scono per divenire e restare poi sempre numericamente minori di 
qualunque quantità data. Ora se A è questo limite, nel punto x sarà 
/*(a.'')=A, perchè se potesse essere p: es: f(x')=B, con B differente 
da A, indicando con n' un numero tale che per'n > n si avesse in 

B-A 

valore assoluto f (cun) — A <[ ""o~» ®^ avrebhe numericamente: 

B-A 

f{an) — f(po') > ■ per qualunque valore di n superiore a n', 

e quindi f (x) non sarebbe continua nel punto x\ perchè non 
esisterebbe un intervallo (x'+e, x'), o (a'-e, a;' -fé) nel quale fosse 

B-A 

sempre f {x) — f(x') <[ —^ in valore assoluto. Il teorema è 

dunque dimostrato. 

Da questo teorema si deduce immediatamente come corol- 
lario che: 

Se una funzione f (x) è continua in un certo intervallo (a, 3) 

ed è conosciuta nei punti di un gruppo infinito G, essa è determi- 

. nata anche nei punti di tutti i gruppi derivati di Qt (§§. 12 e 13). 

44. Di qui poi si ha subito il seguente: 

Teorema IL Se una funzione f (x) è continua in un certo 
intervallo (a, p) ed è conosciuta soltanto nei punti di un gruppo Q 
di seconda specie di cui il primo gruppo derivato G' contiene tutti 
i punti dell' intervallo, essa sarà determinata anche negli altri punti, 

E così in particolare si può dire che: se la funzione f{x) ha 
uno stesso valore A in tutti i punti di un gruppo G come quello ora 
considerato, essa sarà uguale ad A in tutto V intervallo; e se una 
funzione f {x) continua fra a e ^ è conosciuta in ttdti i punti 
razionali dello stesso intervallo, essa sarà determinata anche nei 
punti irrazionali; come anche: se due funzioni continue nelVinter- 
vallo (a, p) sono uguali in tutti i punti del gruppo G di 2." specie 
ora indicato, esse saranno uguali anche in tutti gli altri punti. 

45. Teorema III. Se una funzione f (x) è continua in un 
punto x', e in punti discosti da x' meno di quxdunque qtiatitità 
arbitrariaìnente piccola data prende il valore A o valori che nume- 
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ricajnente differiscono da A meno di qualunque quantità data, si 
apra f (x')=A, giacche se fosse p: es: f (ir')=B, con B differente 
da A, /^ (x) nel punto x' non sarebbe continua. 

46. Teorema IV. Se f {x) è continua in un punto x' e coWav^ 
vicinarsi indefinitamente di x ad x' da una parte di x finisce 
per non essere 'inai maggiore di A, mentre coW avvicinarsi di x 
ad x' daU' altra parte di x' finisce invece per non essere mai minore 
di A, essa nel punto % prenderà il valore A. 

E chia.ro infatti che se non fosse f (a?') = A, da una parte 
di x' la funzione f (x) — A coli' avvicinarsi indefinitamente di x 
ad X finirebbe per essere sempre positiva o nulla, e dall' altra 
finirebbe invece per essere sempre negativa o nulla, e in a?' non 
sarebbe zero, e quindi almeno da una parte di x' questa funzione 
f {x) — A non sarebbe continua, ciò che è contro l'ipotesi. 

47. Teorema V. Una funzione f{x) che in un dato intervallo 
(a, p) è coìUinua e non è costante, prende sempre effettivamente 
nello stesso intervallo il valore massimo e il valore minimo; cioè 
esiste sempre nell' intervallo dato (gli estremi inclus.) almeno un 
punto determinato x' nel quale la funzione ha un valore che non 
è inferiore a nessuno dei valori che essa ha in tutti gli altri punti 
dello stesso intervallo, ma è invece superiore ad alcuni o a tutti 
questi valori; e esiste pure nello stesso intervallo almeno un punto 
determinato r" nel quale il valore della funzione non è superiore 
a nessuno dei valori che essa ha in tutti gli altri punti, ma è invece 
inferiore ad alcuni o a tutti questi valori stessi (Weierstrass.) (*). 

Indichiamo infatti con X il limite superiore dei valori della 
nostra funzione f (r) nell' intervallo dato da a a p (gli estremi 
inclus.). Questo limite superiore esisterà, ed esisterà anche (§. 36) 
almeno un punto x' dotato della proprietà che pei punti di ogni 
suo intorno, anche arbitrariamente piccolo, il limite superiore dei 
valori di f (e) è ancora X; quindi pel teorema III si avrà evi- 
dentemente f (a?')=X, e perciò X sarà un massimo. 

In modo simile si prova l'esistenza del minimo, e perciò il 
teorema può dirsi completamente dimostrato. 

(*) Ossemamo che per le funzioni che non sono sempre continuo neirintervallo 
dato ( o(, 3 ) non può darsi che il teorema del §. 36| poiché per e3se il massimo e 
il minimo possono evidentemente non en$tere. 
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48. Teorema VI. Se f (x) è una funzione continua neWintervaUo 
(a,p) e in questo intervallo prende anche valori numericamente mi- 
nori di qualunque quantità data, essaper un valore determinato di x 
nello stesso intervallo prenderà effettivamente anche il valore zero. 

Per il teorema precedente infatti, la funzione f^ (x)y che è 
pure continua fra a e ^ (§. 88) ammetterà un minimo che sarà 
al tempo stesso il limite inferiore dei valori che essa ha fra a e p 
(a e ^ inclus.). Ma per le ipotesi fatte nelV enunciato questo limite 
inferiore è zero, quindi esiste fra a e p (a e ^ inclus.) un valore 
determinato di x pel quale f (^)=0. 

49. Teorema VII. Se la funzione f (x) è continua fra ae^ ein 
questo intervallo prende anche valori numericamente vicini quanto 
si vuole ad una quantità determinata A, essa per un valore deter- 
minato di X nello stesso intervallo prenderà effettivamente anche U 
valore A. 

La funzione f (x) — A infatti, nell'intervallo dato, prenderà 
anche valori numericamente minori di qualunque quantità data, 
e quindi (teor. prec.) per un certo valore rr' di a? in questo inter- 
vallo (gli estr. inclus.) prenderà anche il valore zero, e si avrà 
perciò f (a?')=A. 

50. Teorema VHI. Se la funzione f (x) è continua fra ae^e 
per un valore a di x compreso in questo intervallo (a « p inclusa 
è positiva, mentre per un valore b di x nello stesso intervallo 
(a 6 p pure inclus,) è negativa, per un valore determinilo di x fra 
a e h prenderà il valore zero. 

Supponiamo infatti p: es: a < 6, e formiamo il gruppo dei 
valori positivi di f {x) fra a e ( (a inclus.) e indichiamo con A il 
limite inferiore di questi valori. Siccome f(x) è continua fra a e 6, 
pel teorema precedente esisterà fra a e 6 un punto x' pel quale 
f (a;')=A, e perciò per dimostrare il teorema enunciato basterà 
dimostrare che A deve essere uguale a zero. 

Ora, ammettendo che A sia differente da zero, pel teorema 
del §. 42 si potrà trovare un numero differente da zero e positivo £, 
col quale si potrà dividere l'intervallo (a, b) in più intervalli 
successivi (a, a+e), (a+e, ai-2£), (a+26, a+3e), ... in ciascuno 
dei quali le variazioni di f (x) siano minori di A in valore asso- 
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luto; e poiché e è diflferente da zero, il numero di questi intervalli 
sarà finito, e Tultimo di essi (m e, b) potrà anche essere di ampiezza 
minore di e. Ora considerando il primo di questi intervalli (a, a+e), 
e osservando che f (a)!>A, si vede subito che in esso la funzione 
f (x) sarà sempre positiva, e quindi non inferiore ad A, e perciò 
anche f (a+e) sarà positiva e non inferiore ad A. Considerando poi 
il secondo intervallo (a-j-s, a+2e) si conclude subito che anche 
in esso f (r) è sempre positiva e quindi non inferiore ad A, e 
/'(a+26)>A; e così continuando si giunge a concludere che, 
quando A fosse differente da zero, f (x) sarebbe positiva e non 
mai inferiore ad A in tutto Tintervallo, e in particolare anche f{b) 
sarebbe positiva e non inferiore ad A, ciò che è contro T ipotesi. 
Conviene dunque ammettere che A sia zero, e f(x')=^0; e poiché, 
evidentemente il punto x' non può trovarsi né in a né in 6, il 
teorema resta così dimostrato. 

51. Teorema IX. Se la funzione f (x) è continna fra a e p 
e in dite punti a e h di questo intervallo (a, e p inclus.) prende 
vettori differenti A « B, essa per uno o piti valori determinati 
di x fra a eh prenderà qualunque valore C compreso fra A e B. 

Considerando infatti la funzione f (x) — C, si vede subito che 
i suoi valori per x=a e a;=6>sono di segno contrario; e si con- 
clude quindi (teor. prec.) che fra a e 6 esisterà almeno un valore 
determinato x di x pel quale si avrà f (x) — C=0, ossia f (x')=C. 

52. Per questo teorema poi e per quello del §. 47 si ha subito 
anche il seguente: 

Teorema X. Se la funzione f (x) è continua fra a e p, in 
questo intervallo prenderà almeno una volta per un valore deter- 
minato della variabile un valore qualunque compreso fra il massimo 
e il minimo dei valori che essa ha nell'intervallo stesso, 

53. Teorema XI. Se la funzione f (x) è continua nelV intervallo 
(a, p) e in alcuni intomi di uno dei due estremi p: es: di a , è 
costante e uguale ad A, senza essere però costante in tutto V inter- 
vallo (a, ^ e si ha p: es: a<[p, esisterà nelVintemo delV intervallo 
stesso un punto determinato x' dotato della proprietà che mentre 
fra a e x' (x' inclus.) si ha sempre f (x)=A^ in qualunque inter- 
vallo (x\ x+q) a destra di x e coW estremo inferiore in x' esiste- 
ranno sempre dei punti x pei quali non sarà f {x)=A. 
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Osserviamo infatti che i punti x dell'intervallo (a, p) (P in- 
clus.) possono distinguersi in punti che soddisfano e punti che 
non soddisfano respettivamente alla condizione che fra a e x 
(x inclus.) f{x) sia sempre costante e uguale ad A, e quindi esisterà 
fra a e p (§. 9) un punto determinato x che eseguirà la scompo- 
sizione fra le due classi indicate di punti; e ora è facile vedere che 
questo punto x è quello di cui si parla nelV enunciato del 
teorema. 

Si vede subito infatti che per ogni punto x fra a e x\ e 
quindi anche in x' (§. 45), dovrà essere f (.t)=A, poiché altrimenti 
x' non eseguirebbe la scomposizione indicata. Lo stesso avver- 
rebbe evidentemente se esistesse un intervallo (x\ x-]-b) a destra 
di x' e coir estremo inferiore in x' nel quale si avesse sempre 
f (.t)=A; quindi, poiché è chiaro che il punto z non potrà 
coincidere né con a né con p, il teorema può dirsi dimostrato. 

54. Da questo teorema risulta evidentemente che se fra a e p 
(a e p inclus.) esiste un punto determinato x' dotato della proprietà 
che in un intervallo arbitrariamente piccolo che ha questo punto 
nel suo interno o anche soltanto in un estremo, la funzione f (x) ha 
sempre uno stesso valore A, esisterà una porzione determinata 
dell'intervallo (a, p), alla quale apparterrà il punto x\ e pei punti 
della quale si avrà sempre /*(.!?)= A, mentre fuori di questa por- 
zione anche per punti vicinissimi ai suoi estremi non sarà sempre 
f (x) = A; e noi per brevità di locazione chiameremo una tal 
porzione un tratto di invariabilità della funzione, e diremo punti 
di invariabilità i punti di essa, come in particolare poi diremo 
punti limiti di invariabilità i punti estremi della stessa porzione. 
E osserveremo che una funzione continua fra a e p e che non 
sia costante in tutto questo intervallo potrà avere nello stesso 
intervallo dei tratti di invariabilità, e il numero di questi tratti 
potrà anche essere infinito (*). E poiché il valore della funzione 

(*) Qaando il numero dei tratti di inyariabìlitÀ di una funzione sia infinito, 
ben s'intende che non potrà costruirsi per essa nna curva rappresentativa, e solo col 
pensiero potremo talvolta riferirci a una curva rappresentativa eon un numero infi- 
nito di vertici. S'intende poi che questa mancanza di una rappresentazione geometrica 
può presentarsi anche quando la funzione sempre continua in tutto T intervallo non ha 
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in un punto qualunque di un tratto di invariabilità è Io stesso di 
quello che essa ha nei punti estremi, potremo talvolta fare astra- 
zione dai tratti di invariabilità, e limitarci a considerare i punti 
limiti di invariabilità. 

Osserviamo ora che se in un intervallo (a, P) la funzione conti- 
nua f (x) non è costante e a e p non sono suoi punti di invariabilità, 
questo intervallo potrà sempre scomporsi in due altri intervalli 
(a, a,), (a, , p) in ciascuno dei quali f (r) non sarà costante. Lo 
stesso accadrà se uno o tutti e due i punti a e p sono punti di 
invariabilità della funzione, poiché allora se a e p' sono i punti 
limiti di invariabilità corrispondenti ai tratti di invariabilità cui 
appartengono i punti a e p, essi saranno evidentemente distinti, e 
basterà prendere per «i un punto compreso fra questi punti a e p'; 
quindi poiché ciascuno dei due intervalli ottenuti può alla sua volta 
scomporsi in due altri intervalli nei quali f (x) non è costante, 
si può dire evidentemente che se f (x) nell' intervallo (a, p) non 
ha sempre lo stesso valore, questo intervallo potrà scompoi:3Ì in 
un numero grande quanto si vuole di intervalli parziali in cia- 
scuno dei quali f (r) non avrà sempre lo stesso valore. 

55. Sulle funzioni che sono continue in tutto un intervallo 
(a, p) è non hanno sempre lo stesso valore presenteremo ora altre 
osservazioni che ci condurranno poi ad una classificazione molto 
importante delle stesse funzioni. 

Ricordiamo perciò che, come abbiamo veduto (§. 47), una 
qualunque f (x) di quelle funzioni ammette sempre nell' inter- 
vallo dato (a, p) (gli estremi inclus.) un massimo M e un minimo m 
fra tutti i valori che essa può prendere nell' intervallo stesso. In 
questo massimo e minimo però si ha soltanto il più grande e il 
più piccolo fra tutti i valori che la funzione può prendere fra a e p 
(a e P inclus.); ma si avranno fra a e p anche altri massimi e 
minimi se si adottano le definizioni seguenti : 

Supponendo che x' non sia un punto di invariabilità della 

tratti di invariabilità o ne ha soltanto on numero finito, come p: es: qaando la funzione 
sia tale che per essa non possa pensarsi che una carva rappresentativa costituita dalla 
porzione di un poligono i cui lati sono in numero infinito e non sono nò perpendicolari 
nò paralleli air asse delle x. 
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funzione nellMnteryallo (a, ^) (a e p inclus.)) si dirà che nel punto 
X* la funzione è massima o minima quando il valore f (x') che 
essa prende in quel punto è il massimo o il minimo respettiva* 
mente fra tutti i valori che essa prende in ogni intomo sufficien- 
temente piccolo del punto stesso. 

E se (^4, x^ è un tratto di invariabilità della funzione, si 
dirà che la funzione è massima o minima in ogni punto x di 
questo tratto e anche in tutto il tratto quando il valore che essa 
ha nel tratto stesso è il massimo o il minimo respettivamente fra 
i valori che essa prende in ogni intomo sufficientemente piccolo 
di uno di tutti e due i punti limiti di invariabilità x^ , x^ dello 
stesso tratto secondochè uno solo o tutti e dus questi punti cadono 
nell' intemo dell'intervallo (a, p). Fuori di questi casi in un punto 
in un tratto di invariabilità della funzione non si avranno né 
massimi né minimi. 

À scanso di equivoci poi chiameremo massimi e minimi asso^ 
luti della funzione nell'intervallo (a, p) i numeri M e m considerati 
sopra, e con queste denominazioni sarà da osservare che anche 
questi massimi e minimi assoluti corrisponderanno sempre respet- 
tivamente a massimi e minimi della funzione, sia che i punti 
corrispondenti a questi valori (§. 47) siano punti di invariabilità 
della funzione o non lo siano. Inoltre osserveremo che potrà darsi 
che fra a e p (a e p inclus.) non vi sia che un sol punto o un solo 
tratto di invariabilità di f (x) nel quale questa funzione abbia un 
valore massimo e questo allora sarà M, e potrà darsi che non vi 
sia che un solo punto o un solo tratto nel quale essa abbia un 
valore minimo e questo sarà m; come potrà darsi anche che fra 
a e p esistano più punti o più tratti nei quali la funzione è mas- 
sima o minima, e in questo caso tutti i valori massimi e minimi 
della funzione saranno compresi fra M e m, o saranno uguali 
respettivamente a questi numeri, e dei massimi alcuni (differenti 
da M) potranno anche essere uguali a dei minimi (differenti 
però da m). 

56. E poiché in ogni porzione dell'intervallo (a, p) che non 
appartiene tutta ad un tratto di invariabilità, esistono sempre 
(§. 47) dei punti o dei tratti determinati, nei quali la funzione ha 
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il massimo M e il minimo th dei yalori che essa può prendere 
nella stessa porzione, e si ha M ^ m, si conclude che se fra un 
nuissimo e un minimo della funzione (punti o tratti) non si hanno 
altri massimi o minimi, essi non potranno essere uguali; e se in 
due punti o tratti non appartenenti allo stesso tratto di invaria- 
bilità la funzione avrà due massimi, fra essi dovrà esistere almeno 
un punto o un tratto determinato nel quale la funzione ha un 
minimo inferiore ai massimi stessi. 

Ne segue che se la funzione avrà massimi e minimi in punti 
o in tratti determinati, percorrendo P intervallo da a a p, da un 
punto da un tratto dove la funzione è massima non si passerà 
ad un altro punto o ad un tratto ove essa è pur massima senza 
incontrare almeno un punto o tratto nel quale essa ha un valore 
minimo inferiore al massimo da cui siamo partiti. Inoltre in tutto 
rintervallo fra un massimo e un minimo consecutivi la funzione 
sarà tale che dividendo in due T intervallo con un punto qualunque 
preso in esso, negli intervalli che si otterranno essa avrà sempre il 
massimo in principio e il minimo in fine, o in altri termini neir in- 
tervallo totale dal massimo al minimo la funzione andrà sempre 
decrescendo o rimarrà costante soltanto in alcuni tratti, e potrà 
anche restare costante in un numero infinito di tratti. Viceversa da 
un minimo a un massimo consecutivi la funzione andrà sempre 
crescendo o resterà costante in alcuni tratti; e noi ora per indicare 
questo passaggio da un massimo a un minimo consecutivi o vice- 
versa, diremo che la funzione fa una oscillazione, e chiameremo 
ampiezza della osculazione la diiSerenza fira il massimo e il minimo 
corrispondenti, riservando però ancora il nome di oscillazione di 
una funzione continua in un dato intervallo alla differenza fra il 
massimo e il minimo dei valori che essa prende in questo inter- 
vallo (§. 37). 

57. Osserviamo poi che se un punto x=a fra a e p (a e p in- 
clus.) non è un punto di invariabilità, e in esso la funzione f (x) ha 
un massimo o un minimo, dovrà esistere un intomo (a — e, a+s') 
di questo punto tale che per tutti i punti a+S e a — 8 che cadono 
respettivamente a destra e a sinistra di a nello stesso intomo le 
differenze f (a+S) — /^ («)/(« — 8) — f(fl) siano sempre negative 
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o nulle, o sempre positive o nulle respettivamente, senza però 
esser sempre nulle né le une né le altre. E se il punto x^=a 
appartiene a un tratto di invariabilità e in esso si ha un massimo 
o un minimo, le diflferenze precedenti dovranno soddisfare alle 
stesse condizioni in un intorno (a — e, a+s') di questo punto che 
contenga nel suo interno imo o tutti e due i punti limiti di inva- 
riabilità, secondochè uno solo o tutti e due questi punti cadranno 
neWinterno dell'intervallo dato (a, P); e se infine per x=a non 
si avrà né un massimo né un minimo, allora non sarà possibile 
di soddisfare a queste condizioni, e, qualunque siano gli intomi 
(a — e, a-\-e! ) che si prenderanno, le dififerenze corrispondenti 
f{ai-8) — fià)^f{a-S) — /"(a), ove saranno differenti da zero, 
non saranno sempre tutte dello stesso segno. 

Prendendo ora a considerare un punto x=a^ che non appar- 
tenga a un tratto di invariabilità, o che tutt'al più sia un punto 
limite di invariabilità, si può osservare che per quanto piccolo 
si prenda un numero positivo e, potrà avvenire che una almeno 
delle differenze f (a+d) — /"(a), f {a — 8) — /"(«), considerate pei 
valori di 8 positivi e minori di e, senza essere sempre zero per 
tutti questi valori di 8 , divenga però sempre uguale a zero per 
alcuni di questi valori, o cambi continuamente di segno col variare 
di 8, o anche più generalmente vada ora crescendo ora dimi- 
nuendo in valore assoluto coir impiccolire sempre più di 8; in 
modo cioè che fra e e (0 escluso), per quanto piccolo sia e, 
esistano sempre dei valori 8^ di 8 pei quali il valore assoluto di 
quella differenza é minore del valore assoluto della stessa diffe- 
renza per alcuni valori di 8 inferiori a 3^ . Allora la funzione 
f (^) P®*" ^=tìt avrà o non avrà un massimo o un minimo; ma 
sempre però nelV intomo del punto a, a destra o a sinistra o da 
ambedue le parti secondochè le dette singolarità si presenteranno 
per Tuna o per l'altra delle due differenze f{ai-S)-f{a)y fXfl-^hfi^) 
o per tutte e due, la funzione stessa avrà un numero infinito di 
massimi e di minimi (in un numero infinito di punti o di tratti). 

Riteniamo infatti che le dette singolarità si presentino p: es: 
a destra di a, e sia 8^ uno degli indicati valori di 8; e conside- 
riamo il massimo e il minimo assoluto di f (x) fra a e a-i-84 (a e 
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a-|-8| inclus.). Supponiamo e già sufiScientemente piccolo; si vedrà 
subito che se f{a) è un massimo di ^(x), esisterà sempre nelV interno 
dell'intervallo stesso (a, a+S^) un punto o un tratto determinato 
cui corrisponderà il minimo assoluto di ^(a?) fra a e a-hS^, perchè 
per certi valori di 8 inferiori a 8, il valore assoluto della diffe- 
renza f (a-h8) — f (a) (che ora è negativa) sarà maggiore del valore 
assoluto della differenza ^(a-|-8^) — /*(«). Similmente si vedrà 
che, se in a si ha un minimo di f (ic), néU'intemo dello stesso 
intervallo (a, a-j-S^) esisterà un punto o un tratto determinato 
nel quale si ha il massimo assoluto di /* (t), e parimenti, se in a 
non si ha né un massimo né un minimo, in un punto o in un tratto 
determinato nelP interno dello stesso intervallo si avrà ancora il 
massimo o il minimo assoluto di f{x)\ talché in ogni caso, per 
quanto piccolo sia e, esisterà sempre un punto o un tratto deter- 
minato fra a e a+e (O' escluso) cui corrisponderà un massimo o 
un minimo di f {x). Prendendo ora per s un valore e^ minore di e 
e tale che fra a e a+S| non sia contenuto il punto o il tratto che 
ora abbiamo determinato (neppure in parte), si giungerà alle stesse 
conclusioni per l'intervallo (a, a-|-Sj); e così continuando si vede 
chiaramente che il numero dei massimi e minimi (punti o tratti) 
che si avranno in qualunque intervallo (a, a-j-s), per quanto 
piccolo sia 6, sarà sempre infinito; e volendo, si potrà anche 
costruire quel numero che più ci piace di punti o tratti corrispon- 
denti agli stessi massimi e minimi. 

Viceversa, se si osserva che quando una funzione ha un mas- 
simo o un minimo in un punto intemo di un intervallo (a, ^), o 
in un tratto determinato tutto contenuto nell'interno di questo 
intervallo, essa col variare di or da a a p in alcuni tratti deve andare 
crescendo e in altri decrescendo, si potrà dire evidentemente che 
quando in ogni intorno di un punto a a destra o a sinistra, o dalle 
due parti la funzione f (x) ha un numero infinito di massimi o 
di minimi (punti o tratti), l'una o l'altra delle due differenze 
f{a+8) — /"(a), fa-8) — f{a) o tutte e due presenteraùno le singo- 
larità dette sopra. 

58. Queste osservazioni conducono a notare 1' esistenza di 
funzioni continue che all'intorno di punti speciali (come p: es: il 
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punto x=0 per la funzione x sen- J hanno un numero infinito 

di massimi e minimi (punti o tratti), o fanno un numero infinito di 
oscillazioni. In particolare poi ci permettono anche di notare che se 
una funzione f (x) è continua in un dato intervallo e un estremo di 
questo intervallo non è un punto di invariabilità, essa nello stesso 
estremo o sarà massima o minima, o in ogni intomo di esso avrà 
un numero infinito di massimi e minimi (punti o tratti); e nel 
caso che la funzione abbia dei tratti di invariabilità, la stessa 
osservazione potrà farsi pei punti estremi di questi tratti. 

59. Inoltre per le stesse osservazioni le funzioni che sono 
continue in un dato intervallo finito potranno distinguersi in 
funzioni che nello stesso intervallo hanno un numero finito di tnas- 
simi e di minimi (punti o tratti) o un numero finito di osciUazioni; 
e funzioni che nello stesso intervallo hanno un numero infinito di 
massiìni e di minimi o di oscillazioni. E per le prime i massimi e 
minimi saranno sempre in punti o tratti determinati dell' inter- 
vallo dato (*), mentre per le seconde potrà avvenire che essi si 
aggruppino (in numero infinito) negli intomi di un numero finito 
di punti speciali soltanto, in modo che, tolti questi punti con un 
numero finito di intervalli piccoli quanto si vuole, negli intervalli 
restanti la funzione abbia soltanto un numero finito di massimi 
e minimi (punti o tratti); e potrà anche avvenire che essi si tro- 
vino aggruppati negli intomi di un numero infinito di punti dello 
stesso intervallo, e in modo anche che almeno da certe porzioni 
dell'intervallo stesso non sia possibile isolare nessun intervallo 
nel quale cada soltanto un numero finito di massimi e di minimi. 

60. In ogni caso però è facile vedere che se una funzione con- 
tinua in un dato intervallo ha un numero infinito di massimi e 
minimi, il numero delle oscillazioni (§. 56) la cui ampiezza è 
maggiore di un dato numero a piccolo quanto si vuole è sempre 

(*) Questi massimi e mìnimi possono essere determinati successivamente per 
mezzo delle considerazioni esposte nel §. 9; incominciando cioè dal distinguere i 
puDti z fra a e i3 in punti che soddisfano respettl va mente e punti che non soddisfano 
alla condizione che fra a e ae la funzione varii sempre in un senso ( crescente o decre- 
scente) resti invariabile, e determinando il punto se' che eseguisce la scomposizione 
fra le due classi indicate di punti, e poi ripetendo lo stesso per Tintervallo {x\ ^), ec 
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finito, e solo va crescendo indefinitamente coir impiccolire inde- 
finitamente di a. 

Preso infatti per a un valore determinato, piccolo quanto si 
yaole, potremo (§. 42) immaginare decomposto T intervallo dato 
(a, p) in un numero finito di intervalli : 

(a, a+e), (a+e, a+2e), (a+2e, a+Ss) . . . (a+we, ò), 

(1^ ultimo dei quali sarà di ampiezza uguale o inferiore ad e) in 
ciascuno dei quali le oscillazioni delle funzioni (intese nel senso 
del §. 37) siano minori di a; e in ciascuno di questi intervalli la 
funzione non potrà fare che oscillazioni di ampiezza minore di a. 
Ne segue che la funzione non potrà fare oscillazioni di am- 
piezza maggiore di a se non compiendole in parte in uno degli 
intervalli sopra indicati e in parte nei seguenti o nei precedenti; 
e quindi nel caso più sfavorevole, la funzione farà una prima 
oscillazione di ampiezza maggiore di a fra a e a+26, una seconda 
fra a-H e a+3e, una terza fra a+^e, e a-|-4e, . . . , e infine una 
»• fra a+(w-l)e e 6, e si avranno così tutt' al più n oscillazioni 
maggiori di a; e questo mostra appunto quanto abbiamo enun- 
ciato, perchè n è sempre finito per quanto piccolo si prenda il a, e 
solo va crescendo indefinitamente colP impiccolire indefinito di a. 
61. Infine osserviamo che esempt di funzioni che sono con- 
tinue in un dato intervallo e hanno un numero infinito di 
massimi e minimi neir intomo di un numero finito di punti dello 

stesso intervallo si riscontrano nelle funzioni semplici a?sen— , 

Su 

dette singolarità air intomo del punto 07=0, e la seconda le pre- 

senta air intomo dei punti x= , ove m è un numero intero. 

In seguito poi daremo sotto forma analitica anche degli 
esempi di funzioni che sono continue in tutto un intervallo e che 
hanno un numero infinito di massimi e di minimi nelP intomo dì 
un numero infinito di punti di ui^a porzione qualunque dello stesso 
intervallo. 



sennxicsen 
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Fnnzioni infinite Tolte discontinue. 

62. Abbiamo già detio che le funzioni discontinue soltanto 
in xm numero finito di punti dell'intervallo (a, P) in cui si consi- 
derano si chiamano generalmente continue, e il loro studio si 
riduce in sostanza a quello delle funzioni continue in tutto un 
intervallo. Ora diremo alcune cose intomo alle funzioni che, 
essendo discontinue in un numero infinito di punti dell'intervallo 
dato (a, p), possono distinguersi col nome di funzioni infinite voUe 
discontinue. (*). 

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque 
punto di una o di più porzioni dell' intervallo dato (a^ P), e possono 
anche invece in qualunque porzione di questo intervallo ammet- 
tere sempre dei punti di continuità; e per questo si dividono in 
due grandi classi, chiamando: 

Funzioni punteggiate discontinue quelle funzioni che sebbene 
infinite volte discontinue nell'intervallo dato (a, p), in qualunque 
porzione di questo intervallo ammettono dei punti di continuità; e 

Funzioni totatinente discontinue quelle funzioni che almeno 
in alcune porzioni dell' intervallo dato (a, p) sono discontinue in 
tutti i punti. 

Appartengono così alla classe delle funzioni pimteggiate 
discontinue fra e 1 : 

1.° La funzione che in tutti i punti x=( — \ ove w prende tutti 

i valori interi da a co , ha il valore zero, e ^ negli altri punti 
ha il valore uno. 

2.** La funzione che nell'intervallo da x=l a ^=-5 (gli estremi 
inclus.) ha il valore 1, da x=- a a?=— f ^ inclus. j ha il valore 
—, da ^=Q2 ^ ^'"^93 ( 93 ^^^^' ) ha il valore^^, e in generale da 
^=^ a x=--;^(^~^ inclus. J ha il valore ^^. 

n Hankel cbiauii queste funzioni, funzioni linearmente ditcontinue. 
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3.° La funzione che in un gruppo inj&nito di putiti di prima 
specie (§§, 12 e 14) fra e 1 è uguale a zero e negli altri punti 
è ugnale a uno. 

Appartengono invece alla classe delle funzioni totalmente 
discontinue fra e 1: 

1.** La funzione che pei valori razionali di a: fra e 1 è uguale 
a zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno. 

2.* La funzione che fra e 1 ha il valore uno per tutto fuorché 
negli intervalli di ampiezza C" che hanno il loro punto di mezzo 

nei punti a?= — , in tutta l'estensione dei quali (gli estremi incl.) 

è uguale a zero pei valori razionali di a?, e uguale a uno pei valori 

irrazionali; supposto che sia C<C7i in modo da far sì che fra gli 

estremi successivi oh + o ^** ' 2«^* "" 2 ^ **" * ^ *"® intervalli 
qualunque consecutivi C*'""^ e C" cada sempre un intervallo 
Q^Jl — (SO^^^l+C)? nel quale la funzione sia sempre uguale 

ad uno. 

63. Ora quando si abbia riguardo ai salti (§.34) che le funzioni 
infinite volte discontinue possono fare nei differenti punti delP in- 
tervallo dato (a, p), si vede chiaramente che per le funzioni pun- 
teggiate discontinue, in qualunque porzione dello stesso intervallo 
esisterà sempre un altro intervallo nel quale si avranno salti 
minori di un numero arbitrariamente piccolo o. Viceversa se 
questo accade qualunque sia a, per una funzione infinite volte 
discontinua, è facile vedere che essa sarà punteggiata discontinua. 
Prendendo 'infatti un intervallo qualunque (a, b) nell'inter- 
vallo dato (a, p), noi potremo trovare in esso un intervallo (a^ , ò,) 
nel quale i salti della funzione siano minori di un numero arbi- 
trariamente piccolo o,, e in questo potremo prendere un altro 
intervallo {a\^ b\) i cui estremi siano distanti da a^ e b^ respet- 
tivamente di una quantità determinata, come p. es. siano ad una 
distanza da a^ e b^ uguale alla quarta parte dell'intervallo {a^^ b^). 
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Neirintervallo (a\ , 6',) i salti della funzione saranno minori di -3^ , 
e in esso potremo trovare un altro intervallo (a^, h^ nel quale i 

salti della funzione siano minori di — o^ ; e poi in questo intervallo 

di 

(a^, 6j) potremo prenderne un altro (a'g, fc'p)» come si è fatto nel 

caso precedente, i cui estremi a 2, i\ siano discosti da o^, 6j respet- 

tivamente di una quantità uguale alla quarta parte dell'intervallo 

stesso (a^, 6^). Similmente poi nell'intervallo (a'g, è'^) potremo 

trovare un altro intervallo {a^^ 63) nel quale i salti della funzione 

siano minori di ^^ a^ ... ; e così seguitando formeremo una serie 

di intervalli (a'|, i'^), (a'j, 6'j), (a 3, 6'3),....(a'«, 6'«) ••• nei quali 

i salti della funzione saranno successivamente minori di o^, -- a^ , 

oi ^n • • • oniii ^1? • • • ^ ^^o qualunque di questi sarà tutto com- 

preso negli intervalli precedenti e sarà ancbe tutto interno ad altri 
intervalli (a^ 64), (a^, ftj), . . . , (cIn, &h) • • • nei quali si hanno pure 

.... 1 1 1 

salti minori di o^ , — o^ , 02 ^n • • • Ki^\ ^1 1 • • • r^Jspettivamente. Ora 

poiché tutti questi intervalli vanno evidentemente impiccolendo 
oltre ogni limite col crescere indefinito di n, s'intende subito che 
gli estremi inferiori a'| , a'g, a 3,... «'„,... e gli estremi superiori 
b\^ 6'j, b\.,. J'm,.. dei primi intervalli costituiscono due classi 
determinate di numeri come quelle del §. 6 alle quali corrisponde 
un punto determinato a'; e ci è facile di vedere che in questo 
punto limite a! la nostra funzione f{x) è sempre continua. 

Si osservi infatti che per ogni numero positivo e arbitrariamente 

piccolo (3 esiste sempre un numero n pel quale si ha ^^^ (^^<C(5^ 

e quindi esisterà un intervallo (a ni Vf) che sarà tutto situato nel- 
Vinterno di un altro intervallo (a^i Jw) in ogni punto del quale i 
salti della funzione saranno minori di a. Ora il punto a! può consi- 
derarsi come appartenente all'intervallo (a'„, 6'„), e perciò interno 
all'intervallo (a„, ft„); quindi esisterà un intorno (a— e,, a'+e') 
di questo punto tale che per tutti i punti x di esso la diflferenza 
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f{x) — /"(a) sia numericamente minore di a; e perciò f (x) nel 
punto a sarà continua, e così nelPintervallo (a, ^) sarà una funzione 
punteggiata discontinua, come appunto avevamo enunciato. (*). 

64. Da ciò risulta che le funzioni punteggiate discontinue 
saranno le funzioni per le quali in qualunque porzione dell'inter- 
vallo in cui si considerano' esiste sempre un altro intervallo nel 
quale i salti sono minori di un numero arbitrariamente piccolo a; 
e le funzioni totalmente discontinue saranno invece le funzioni tali 
che, almeno per alcune porzioni dell' intervallo dato, in ogni in- 
tervallo piccolo quanto si vuole preso nelle stesse porzioni fanno 
salti maggiori di un certo numero sufficientemente piccolo ma 
determinato a. 

65. Di qui segue che per le funzioni totalmente discontinue 
il numero dei punti dell' intervallo dato nei quali si hanno salti 
maggiori di un numero sufficientemente piccolo a sarà sempre 
infinito; mentre per le funzioni punteggiate discontinue, e per 
queste soltanto, potrà anche avvenire (come avviene p: es: per la 
seconda delle funzioni del §. 62) che questo numero sia sempre 
finito, qualunque sia a, e vada soltanto crescendo indefinitamente 
coir impiccolire indefinitamente di a. 

66. Per questa osservazione poi si può anche notare che ap- 
partengono sempre alla classe delle funzioni punteggiate discon- 
tinue quelle funzioni infinite volte discontinue che nell' intervallo 
dato hanno soltanto un numero finito di oscillazioni (intendendo 
con ciò di parlare delle funzioni tali che per esse l'intervallo dato 
può decomporsi in un numero finito di intervalli successivi nei quali 
la funzione stessa non è mai decrescente o non è mai crescente). 
Per queste funzioni infatti, in ciascuno degl'intervalli nei quali 
si ha una oscillazione, e quindi anche in tutto l'intervallo (a, ^), 
i salti maggiori di un numero arbitrariamente piccolo g dovranno 

(*) Si può osservare che gli intervalli successivi (oa', hn), invece di dedarli come 
abbiamo fatto noi dagli altri intervalli (a«, ò») col prendere i ponti a'n, h\ discosti da 
«i« e 6m respettivamente di ona quantità ugnale alla quarta parte deir intervallo (a», (n), 
si potrebbero ottenere con altri processi coi quali l'intervallo (a»', b^) che si ha via 
via da dedurre dair altro (a,, òj non venisse così fortemente impiccolito; e allora invece 
di giungere ad un solo punto limite a' nel quale /( se ) ò continua si potrebbe giungere 
talvcUa anche ad un tratto-limite'in tutti i punti del quale /(x) ò pure sempre continua. 
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essere soltanto in un numero finito di punti, perchè altrimenti 
avvenendo essi sempre in un senso, la funzione dovrebbe divenire 
infinita; quindi le funzioni stesse non potranno essere che funzioni 
punteggiate discontinue. 

DeriTata di una faiudone. 

67. Sia f {x) una funzione che in un punto x dell'intervallo 
(a, p) in cui si considera è finita e continua. Se :r è un punto 
intemo a questo intervallo (a, P) si chiama derivata di questa 

fmizione nello stesso punto x il limite del rapporto — 

per 8 tendente a zero tanto per valori positivi quanto per valori 
negativi, nelPipotesi che questo limite sia determinato finito e indi- 
pendente dal segno di 8. Quando poi questo limite sia infinito 
(essendo determinato o no di segno) si usa ancora talvolta di con- 
siderarlo, dicendo però allora espressamente che la derivata di 
f{x) nel punto corrispondente x è infinita; ma fuori di questi casi 
conviene dire che la derivata dellaf funzione f{x) nel punto x non 
esiste o è indeterminata. 

68. Nel caso però che il limite stesso di j — -^ per 

8=0 sia determinato (finito o infinito) soltanto da una parte (destra 
o sinistra del punto x)^ o abbia valori determinati ma differenti 
dall'una e dall'altra parte, si usa ancora qualche volta di con- 
siderarlo dalla parte ove è determinato ; ma allora si ha cura di 
distinguere il limite a destra da quello a sinistra, chiamando cioè: 

derivata della funzione f (x) a destra di x il limite di — 1 

ò 

per 8 tendente a zero per valori positivi o per 8=+0, e chiamando 
derivata delia funzione a sinistra di x il limite della quantità 
stessa per 8 = — 0; e così, ammessa questa distinzione, nel caso 
particolare che il punto x sia un estremo dell' intervallo (a, p) 
(non potendo allora il limite precedente considerarsi che da una 
parte dell'estremo stesso) la derivata che si avrà in quel punto 
sarà soltanto una derivata a destra o una derivata a sinistra del- 
l'estremo considerato. 
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In ciò che segae però, se non si tratti di un estremo deirin- 
tervallo, o non sia detto espressamente di considerare derivate a 
destra o derivate a sinistra, parlando di derivate in mi punto 
intenderemo sempre parlare delle derivate intese nel senso ordina- 
rio indicato nel paragrafo precedente; e così fuori dei casi con- 
templati nel paragrafo stesso la derivata di una funzione in un 
punto sarà considerata come non esistente affatto. 

69. Per le funzioni continue in tutto un intervallo, la esistenza 
almeno in generale (*) di una derivata finita per tutti i punti del- 
rìntervallo stesso fu ammessa quasi fino agli ultimi tempi, senza 
dare luogo a veruna obiezione, ritenendola come sufficientemente 
dimostrata da poche considerazioni geometriche che si facevano 
sulle tangenti alle curve. Fu soltanto Ampère nel 1806 il primo che 
tentò di dimostrare analiticamente V esistenza di questa derivata; 
ma la dimostrazione che egli tentò di dame, oltre che sarebbe 
limitata alle funzioni che nelPintervallo finito in cui si considerano 
presentano soltanto un numero finito di oscillazioni, non può dirsi 
neppure per questo caso speciale una dimostrazione della esi- 
stenza della derivata, sia perchè essa si limiterebbe tutt^ al più a 
mostrare che la derivata di una tale funzione in tutto un inter- 
vallo, quando questa funzione non è costante, non può essere 
sempre zero o sempre infinita, e resterebbe così lasciato da parte 
il caso della indeterminazione, sia perchè, quando si esamini atten- 
tamente, si riscontra che da essa non possono trarsi rigorosamente 
neppure queste conclusioni. 

I ragionamenti di Ampère infatti permettono solo di con- 
cludere che se avvenisse che la derivata di una funzione che in 
tutto un intervallo è continua e non è mai crescente o non è 
mai decrescente fosse sempre zero o sempre infinita, la funzione 
stessa sarebbe una costante o sarebbe infinita, o per ogni valore 
di a, arbitrariamente piccolo nel primo caso, e arbitrariamente 
grande nel secondo, non esisterebbe un numero positivo e diffe- 

O Notiamo esplicitamente che ora e in sesroito quando li dirà oh« una funzione 
in on dato intervallo soddisfa a certe condizioni o ha certe date proprietà soltanto 
in generale o generalmente^ s'intenderà dire che eccettuato soltanto on numero Jinito 
di ponti isolati dello sfesso intenrallo in tatti gli altri soddisfa a quelle date con- 
dizioni ha quelle date proprietà. 
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I 

rente da zero s tale che per tutti i valori di 8 numericamente 
inferiori ad e e per tutti i valori di x nell^ intervallo stesso si 
avesse sempre respettivamente in valore assoluto: 

8 ^^' ^' 8 ^^' 

e questo è lungi dal porre in evidenza una contradizione, e non ci 
dà affatto le conclusioni di cui sopra parlammo. 

Dopo il tentativo fatto da Ampère per dimostrare la esistenza 
di questa derivata, non ostante che altre questioni abbiano fatta 
vieppiù sentire la necessità di una tale dimostrazione, o almeno 
della determinazione delle condizioni di continuità della funzione 
sotto le quali la stessa derivata esiste, nessun altra dimostrazione 
è stata data che in sostanza non presenti tutti o alcuni degli 
inconvenienti che si riscontrano in quella di Ampère; e in alcuni 
trattati di Calcolo si è anche continuato a valersi per questa 
dimostrazione delle solite considerazioni geometriche intomo alle 
tangenti della curva rappresentativa di f{x). Ma esistendo anche 
delle funzioni continue ( §. 54, nota ) per le quali neppure si 
riesce a concepire una rappresentazione geometrica, ben s'intende 
quanto queste dimostrazioni manchino di rigore; e può dirsi 
perciò che con tali dimostrazioni resistenza, anche soltanto in 
generale, di una derivata per le fonzioni che sono continue in 
tutto un intervallo è tutt' altro che posta fuor di dubbio. 

Ma anzi, si conoscono ora anche alcune funzioni che, sebbene 
siano continue in tutto un intervallo dato e non presentino oscil- 
lazioni, pur nonostante hanno la derivata infinita in un numero 
infinito di punti di qualunque porzione dello stesso intervallo, o 
Phanno indeterminata; e altre anche se ne conoscono che sebbene 
finite e continue in qualunque intervallo non ammettono mai una 
derivata finita e determinata; quindi si può ritenere ormai posto 
fuor di dubbio che mentre la condizione della continuità in tutto 
un intervallo è condizione necessaria per resistenza della derivata 
in ogni punto dello stesso intervallo, essa non è però (come ordi- 
nariamente si era ammesso fin qui) condizione sufficiente per 
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resistenza, neppure soltanto in generale, della derivata in tutto 
r intenrallo ; e onde questa derivata esista, anche soltanto in 
generale, non basta che si abbia la continuità quale ordinaria- 
mente si definisce, ma oltre a questa continuità bisogna che siano 
soddisfatte altre condizioni che ancora non si conoscono, o si ab- 
bia per così dire una continuità speciale più restrittiva di quella 
che noi abbiamo definita. 

70. Daremo ora alcuni teoremi sulle funzioni derivate, i quali 
non dimostrano già la esistenza della derivata delle funzioni con- 
tinue (ciò che non può farsi), né danno le condizioni necessarie e 
sufficienti per questa esistenza, ma hanno però molta importanza 
perchè servono a stabilire rigorosamente alcune proprietà della 
teoria generale delle funzioni. 

Teorema I. La derivata di una funzione che in tutto un 
intervallo ha sempre uno stesso valore finito è zero in tutto Vinter- 
vallo. 

Questo teorema risulta subito dalla definizione della derivata. 
71. Teorema li. Se f (x) è una funzione che in tutto un inter- 
vallo (a, p) (a e p inclus.) è finita e continua, e per tutti i punti x 
fra ot e p (a e p al più esclusi) ammette una derivata che è finita e 
determinata o che essendo infinita è determinata di segno, questa 
derivata in una porzione qualunque dello stesso intervallo: 
1." Non potrà avere sempre un valore infinito. 
2.* Non potrà avere sempre il valore zero, a meno che non sia 
costante in tutta la porzione che si considera dello stesso intervallo, 
3.° ^0» potrà avere soltanto valori zero e valori infiniti. 

Consideriamo infatti una porzione qualunque (a, b) del? in- 
tervallo dato (gli estremi inclusi o nò), e formiamo la funzione: 



^(x) = f(x) -f(a)-^\f(b)-na)\ 

che si annulla per x=a e x=b. 

Questa funzione ^ (a?) evidentemente sarà finita e continua 
come \a,f(x) in tutto l'intervallo (a, ft), e la sua derivata, che 
indicheremo con (|)' (x)y sarà sempre finita e determinata, o infinita 
e determinata di segno, insieme alla derivata di f{x). 
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Ora siccome questa funzione ^ (x) si annulla per x=a e 
x=b, ed è sempre continua, se essa non sarà zero in tutto V in- 
tervallo (a, b\ esisterà necessariamente (§. 47) almeno un punto 
determinato x' nell^ inferno deir intervallo stesso nel quale essa 
prenderà effettivamente il valore massimo o il valore minimo; 
quindi, tanto che ^ (x) sia sempre zero fra a e & quanto che non lo 
sia, esisterà sempre almeno un punto determinato x\ nell^tn^^mo 
delP intervallo (a, ò), pel quale si potrà trovare un numero diffe- 
rente da zero e positivo e tale che per tutti i valori di 8 positivi e 
minori di s le differenze: 

* (x'+S) - ^ (x') , ^ (x'-S) - ^ (aO, 

ove non sono nulle, abbiano sempre uno stesso segno determi- 
nato per tutti valori di S; e perciò i rapporti: 

^ (a;--|,S) _ ^ (x') ^ (x'—S) -- ^ (x') 

8 • ' _s ' 

dove non saranno nulli, avranno ciascuno uno stesso segno per 
tutti i valori di 8, e il segno delP uno sarà opposto a quello del- 
Paltro; talché i loro limiti, per 8=0, se esistono, dovranno essere 
nulli o di segno contrario. 

Ma questi limiti esistono, e devono avere uno stesso valore 
^' (x') finito e determinato, o infinito e determinato di segno, per- 
chè, per le ipotesi fatte, f{x) e quindi anche ^ (x) in ogni punto 
intemo fra a e & e quindi anche nel punto x' ammettono una deri- 
vata che è finita e determinata o che essendo infinita è determinata 
di segno ; quindi si può dire intanto evidentemente che la derivata 
di ^ (a?) e cosi anche quella di f(x) non potrà essere infinita per 
x=x\ e perciò non potrà essere infinita in tutti i punti dell'inter- 
vallo {a,b); e questo dimostra intanto la prima parte del teorema. 

Ora, non potendo la derivata di ^ (x) nel punto x' essere 
infinita, e per le ipotesi fatte dovendo anche essere determinata, si 
vede chiaramente che il resultato precedente potrà solo sussistere 

quando si abbia lim - -- , -^ - - - = 0, e allora sarà: 

± ^ 
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(1) r(-')=»EÌ^^ 

quindi si può dire intanto che se fra a e 6 (a e 6 al più esclusi) 
f{x) ha una derivata sempre finita e determinata o che essendo 
infinita è determinata di segno, esisterà sempre entro Y intervallo 
(a, 6) un punto determinato x' nel quale f (x) ha un valore finito, 
e pel quale si ha la formola precedente. 

Inoltre, supponendo ora che f(x)fr^aeb non abbia sempre 
lo stesso valore, si vede subito che se f(à) e f(b) sono difiEerenti 
fra loro, il valore f (x) di f (x) nel punto x sarà diverso da zero, 
e se sarà f(a) = f (6) potremo sempre prendere fra a e & due altri 
punti a e V pei quali non sia f(a') = f (b% e allora nel punto x 
corrispondente al nuovo intervallo (a, 6') la f (x') sarà pure dif- 
ferente da zero; quindi, se f (x) non è costante fra a e &, esisterà 
sempre un punto determinato x nel' quale f (x) è finita e diffe- 
rente da zero; e questo dimostra evidentemente le due ultime 
parti del teorema, talché esso resta ora completamente dimostrato. 

Osserviamo che questo teorema nelle sue due prime parti 
costituisce* quello che propriamente si era proposto Ampère di 
dimostrare per le funzioni che hanno soltanto un numero finito di 
oscillazioni nell' intervallo che si considera, perchè effettivamente 
a Ampère erano sfuggiti i casi di indeterminazione che possono 
presentarsi nella derivata; ma, come è bene evidente, questo 
teorema non dimostra resistenza della derivata neppure limitata- 
mente alle funzioni che hanno un numero finito di oscillazioni, 
poiché in esso si suppone esplicitamiente questa esistenza. 

72. D teorema dimostrato dà luogo anche alle osservazioni 
seguenti: 

1.** Siccome ogni intervallo (a, b) nel quale f (x) è finita e 
continua e non è costante può sempre scomporsi (§. 54) in un 
numero grande quanto si vuole di intervalli parziali in ciascuno 
dei quali f(x) ha ancora la stessa proprietà, applicando il teorema 
precedente, si vede subito che se f(x) nello stesso intervallo (a, b) 
(a e fr al più esci.) ha una derivata f (x) che è sempre finita e 
determinata o che essendo infinita è determinata di segno, in cia^ 
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scuno degli stessi intervalli parziali in cui si può scomporre T in- 
tervallo totale dovrà esistere almeno un punto x nel quale f {x) 
sarà finita e differente da zero, e si può perciò affermare che: Se in 
un dato intervallo una funzione f{x) è finita e continua e non è 
costante, e in tutti i punti dell'intervallo tranne tutto ed piò, negli 
estremi ammette una derivata che è sempre finita e determinata o che 
essendo infinita è determinata di segno, in ogni porzione di questo 
intervallo esisteranno sempre infiniti punti nei quali la stessa deri- 
vata è finita e differente da zero; senza però escludere con questo 
la possibilità che in altri punti (anche in numero infinito) nella 
stessa porzione la stessa derivata sia zero, e in altri sia infinita. 

2.** Similmente spezzando T intervallo totale in più intervalli 
parziali e applicando il teorema precedente si vede subito che: Se 
f (x) oltre esser finita e continua ammette una derivata in tutto 
V intervallo come nel caso precedente, i punti nei quali questa deri- 
vata non sarà infinita, in qnalxmque porzione dell'intervallo stesso, 
costituiranno necessariamente un gruppo di punti di 2.^ specie, 
(§. 14); e Zo stesso accadrà evidentemente anche dei punti nei quali 
essa è differente da zero tutte le volte che neU! intervallo dato la 
funzione non abbia tratti di invariabilità. 

S."" In generale poi, riassumendo, si può dire che: Se una fun- 
zione f{x) è finita e continua in un dato intervallo, in ogni porzione 
di questo intervallo nella quale essa non è costante la sua derivata 
non potrà essere sempre zero o sempre infinita e determinata di 
segno; ma in un numero infinito di punti della stessa porzione 
(se non in tutti) dovrà o essere finita e differente da zero, o essere 
infinita e non determinata di segno, o essere pienamente indeter- 
minata. 

Si può poi notare che, quando f (x) è una funzione finita e 
continua in tutto un intervallo, la differenza f {x-^-S) — f{x) per 
rimpiccolire sempre più di S non può cangiare segno che annul- 
landosi, e quindi, per la definizione dei limiti infiniti (§. 17), i punti 
X (se esistono) nei quali la derivata di questa funzione è infinita 
e non determinata di segno non potranno essere punti pei quali 
f (a?'4"S) — f (p^l passi dal positivo al negativo o viceversa finché 
col variare di S si resta soltanto da una stessa parte (destra o 
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sinistra) del punto x\ perchè altrimenti nel punto x' la derivata di 
f(pc) sarebbe zero o assolutamente indeterminata. Ne segue che i 
punti X ove la derivata della funzione f{x) è infinita e non deter- 
minata di segno saranno soltanto i punti intemi all'intervallo nei 
quali la derivata a destra è infinita e determinata di segno e la 
derivata a sinistra è pure infinita e di segno opposto, e in essi la 
funzione avrà un massimo o un minimo; talché se una funzione 
f{x) in tutta la porzione che si considera dell'intervallo dato è 
continua e non & oscillazioni (cioè non è mai crescente o non 
è mai decrescente), la sua derivata mentre potrà in alcuni punti 
(anche in numero infinito) della stessa porzione essere indetermi- 
nata, non potrà mai però essere infinita e indeterminata di segno. 

E si può notare in conseguenza che per una funzione finita e 
continua le derivate a destra o a sinistra di un punto a potranno 
presentare soltanto i tre casi seguenti: l."" di essere finite e deter- 
minate : 2."" di essere infinite e determinate di segno: 3.** di essere 
tutt' affatto indeterminate. 

4."" È facile poi di vedere che la seconda parte del teorema del 
paragrafo precedente può anche generalizzarsi col dire che: Se in 
un dato intervallo una funzione f (x) è finita e continua, e eccettuati 
tutt^al più i punti di un gruppo G di prima specie (§. 12) pei quali 
è incerto, in tutti gli altri ha sempre la derivata uguale a zero, ess% 
nello stesso intervallo avrà sempre uno stesso valore. 

Supponiamo infatti dapprima che il gruppo G di punti da 
escludersi sia di ordine zero, cioè questi punti siano in numero fini- 
io, e escludiamoli con intervalli piccoli quanto si vuole a^, o^... «m. 
In ciascuno degli intervalli restanti i$ la funzione f{x) avrà la deri- 
vata sempre zero, e perciò in essi si avrà f{'^)=ca essendo Cs una 
costante; e poiché la funzione f{x) deve essere continua anche 
nei punti esclusi, e gli intervalli a^, o^. .., om che escludono questi 
punti possono supporsi piccoli quanto si vuole, si vede subito 
(§. 45) che le costanti cs devono essere tutte eguali, e quindi in 
tutto l'intervallo si avrà f{x)=c^ essendo e una costante. 

Lo stesso risultato si ottiene se il gruppo dei punti da 
escludersi è del prim' ordine (§. 12), giacché allora esclusi con 
intervalli piccoli quanto si vuole a|, a^... a^ ì punti del gruppo 
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derivato Q' che, come è noto, sono determinati e in numero finito, 
in ciascuno degli intervalli restanti ig non potranno cadere che 
un numero finito di punti del gruppo G, e quindi in ciascuno di 
questi intervalli i, si avrà f (x)=sCg^ essendo c« una costante; e 
poiché nei punti di 0' che abbiamo esclusi f (x) è continua, e gli 
intervalli che escludono questi punti* possono supporsi già presi 
piccoli quanto si vuole, si concluderà come precedentemente che 
le costanti Cg sono tutte eguali e che per conseguenza si ha f (x)=c 
in tutto r intervallo. 

Supponendo ora che la proprietà in discorso sia stata dimo- 
strata pel caso che il gruppo G sia di ordine (v-1)* o sia di ordine 
inferiore, si vede subito che essa sussiste anche quando questo 
gruppo è di ordine v^. Escludendo infatti con intervalU piccoli 
quanto si vuole a„ o^,... a»» i punti del gruppo G<^^ derivato v® 
di G (che, come è noto, sono determinati e in numero finito), negli 
intervalli restanti i, cadranno soltanto punti di G che potranno 
considerarsi come appartenenti a gruppi di punti di ordine (v-1)^ 
al più, e quindi in ciascuno i» di questi intervalli si avrà f (x)=Cg^ 
essendo al solito Cg una costante; e a causa della continuità di 
f (.r) nei punti che abbiamo esclusi di G^'^ si concluderà come 
precedentemente che in tutto l'intervallo si ha f(x)=c essendo e 
una costante; e così evidentemente il teorema resta dimostrato in 
tutti i casi. 

È da notare che, mentre a priori si può anche essere incerti 
sulla esistenza o sul valore della derivata di f (x) nei punti del 
gruppo G, per il teorema dimostrato, si può dire ora che, quando 
f (x) soddisfa alle condizioni contenute nel teorema stesso, la sua 
derivata sarà zero anche nei punti del gruppo G. 

5.** L'ultima osservazione poi ci permette anche di dire eviden- 
temente che: Se in un dato intervallo due funzioni f(x)eF (x) 
sono sempre finite e continue, e eccettuati tuttfal piti un gruppo G di 
punti di priìna specie pei quali è incerto, in tutti gli altri ammet- 
tono una stessa derivata finita e determinata, o sono tali che le 
indeterminazioni che presentano queste derivate sono le stesse per 
tutte e due (per modo cioè che la differenza delle due funzioni 
abbia per derivata zero), allora queste funzioni nello stesso inttr- 
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vallo non potranno differire Vuna dcdV altra che per una quantità 
costante. 

E s'intende che Tincertezza che si ha pei punti del gruppo 6 
può essere relativa alla esistenza della derivata di una o di tutte 
e due le funzioni f{x)eF (x), e può anche esser relativa alP ugua- 
glianza dei valori di queste derivate quando si sappia che esse 
esistono e sono finite, o air essere Tuna o P altra infinite e deter- 
minate o no di segno. A meno poi che non si sappia in qualche 
modo che anche pei punti di G le derivate di / (a?) e di F (x) esi- 
stono almeno per una delle due funzioni (e che quindi V incertezza 
sia soltanto relativa alla eguaglianza dei loro valori o alVesistenza 
della derivata di una sola delle due funzioni), s^ infcende anche che 
il teorema enunciato ora lascia ancora incerti sulla esistenza o 
sulla natura delle stesse derivate negli stessi punti. 

6."* Osserveremo ancora che la formula (1) ci mostra che: Se la 
funzione f(x) è finita e continua in tutto l'intervallo, e eccettuati 
tutto al più gli estremi di questo intervallo, in tuJttigli altri punti 
ha sempre una derivata che è finita e determinata o che essendo 
infinita è determinala di segno, indicando con x e x+h (h positivo 
negativo) due punti qualunque di questo intervallo {gli estremi 
indus.\ e con 8 un numero compreso fra e 1 (0 e 1 esci.) che 
dipende da x e da h^ si avrà sempre: 

f{x-{-h) = f{x) + hr{:x^^h). 

1."* Più generalmente poi si può dire che: Se una funzione f(x) 
è finita e continua in tutto un intervallo, e eccettuati soltanto un 
numero finito di punti a^, O), «3, . . . nei quali è incerto, in tutti 
gli altri essa ha una derivata determinata che non può superare un 
numero finito, e pei punti a^, o^, as,. .. i rapporti: 

/(«<+8)-r(«i) f(<h+^)-fi<h) 
_ , _ ,... 

coir impiccolire numericamente di 8 se non tendono verso limiti 
finiti e determinati oscillano però soltanto fra numeri finiti (§. 24),. 
aUora indicando con x e x-\-h due punti qualunque dello stesso 
intervallo, si avrà: 

f{x+h)-fix) = hA, 
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ove A è una quantità che dipende da x e da h ma che in valore 
assoluto non può mai superare un dato numero finito e positivo. 

Osserviamo infatti che, se fra a? e x-\-h (x e x-\'h al più esci.) 
f{x) ha sempre una derivata questo teorema risulta subito dalla 
osservazione precedente, talché basta ora considerare il caso in cui 
TL<^W interno dell' intervallo da a; a x-{-h cadono uno o più punti 
citjf a^y a^* • • • 

Ora, in questo caso, per le ipotesi fatte, esisterà un numero 
positivo e differente da zero S| tale che per 8 numericamente 

inferiore a 6< e per S = ± 8^ i rapporti f^^^+^^^~f^^à , 

/ v^~r ) — / \^> . . . giano tutti numericamente minori di una 

quantità finita ^, mentre per 8 numericamente maggiore di 84 gli 
stessi rapporti saranno invece tutti inferiori in valore assoluto 

a -~- essendo g H massimo valore assoluto di f{x) neirintervallo 

dato; quindi indicando con A' la maggiore delle quantità g e -^1 

e supponendo che nelP intemo delP intervallo da a; a x-\-h cada 
almeno uno dei punti a^, a^, a^^.... p: es: il punto a|, in modo 
che si possa porre x=a(:^8^ x-\-h=a^±S\ ove 8 e 8' sono posi- 
tive, si avrà in valore assoluto: 

/'(a,±80 -/(«,) < 8' A', /'(a,T8) -r(a,)<8A', 

e quindi anche, in valore assoluto: 

/(ai±8') - fia^+5) < (S+8') A', 

e perciò sarà: 

f(x+h) — f{x)=hh^A\ 

essendo h^ una quantità numericamente inferiore a uno; e questo 
evidentemente dimostra il teorema. 

8.** Dalla osservazione 6.^ poi, come anche dai ragionamenti 
del §. 71, si deduce in particolare che: Se neU' intervallo (a, p) la 
funzione f (x) è sempre finita e continua e, eccettuati tutto al più 



— 77 — 

gli estremi deW intervallo, in tutti gli altri punti ammette una deri" 
vota che è finita e determinata o che essendo infinita è determinata 
di segno, e se inoltre nei punti estremi a ebla funzione stessa f (x) 
prende uno stesso valore, esisterà sempre ndP intemo deUHntervaUo 
{a, b) almeno un punto determinato x' nel quale si avrà: f (x')=0. 
9." GteneraUzzando poi Tosseirazione 6/ si trova anche che: 
Se f (x) è una funzione finita e continua in tutto un intervallo 
(jTo, x«4~^) ^^ ^^^ ^ punti del quale, tranne tutt^cU più gli estremi, 
ammette anche una derivata che è finita e determinata o che se è 
infinita è determinata di segno, e se inoltre F (x) è un altra funzione 
che nello stesso intervallo è anch'essa finita e contimi e in ogni 
punto differente dagli estretni xo e Xo-\'h amtnette una derivata che 
è finita e differente da zero, mentre in questi estremi può anche 
non avere derivata o averla uguale a zero o infinita, si avrà: 

f{Xo+h )--f(Xo) _ f (Xo+ò h) 

f\xo-\-h)—V{zo) ~ F(xo+9A)' 

essendo 6 un numero compreso fra e 1 (0 e 1 esclus.). 

Si osservi infatti che le condizioni poste per F (x) portano 
che F (xo+A) — F (xo) non sia zero (osserv. 8/); e si consideri la 
funzione: 

,(.)=m -r(^-)- ^;:.+;]z»g ÌF(x)-Fwj 

che si annulla per x=Xo^ e x=Xo-\-h. Per il teorema della osser- 
vazione 8/ si vedrà subito che deve esistere un punto Xo-f-^A 
intemo all'intervallo dato nel quale sia f' (a?«-|-^A)=0, e perciò 
si avrà la formola indicata. 

Si può notare che invece di supporre che F' (x) non sia mai 
zero o infinita fra Xo e Xo-\-h^ potrenuno supporre che non lo 
fosse f (a?), e non fosse F {xo-\-h) = F (xo), ec. . . 

73. Mostrerò ora come il teorema contenuto nell'ultima delle 
osservazioni che precedono dia luogo anche ad altri risultati molto 
importanti che nei trattati di calcolo non si trovano ordinaria- 
mente dimostrati con tutto il rigore e con tutta la generalità di 
cui sono suscettibili. 
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Supponiamo perciò che la nostra funzione / (x) colP avvici- 
narsi di X indefinitamente ad un nmnero a a destra o a sinistra, 
p: es: a destra, possa anche crescere indefinitamente o divenire 
infinitesima, o anche possa avere una discontinuità di prima o di 
seconda specie per rr=a; ma, fuori del punto a nei punti di un 
intorno sufficientemente piccolo di a a destra, abbia sempre valori 
finiti {*) e sia continua e ammetta una derivata f (x) finita e 
determinata o infinita e determinata di segno; e proponiamoci di 
studiare come il modo di comportarsi di f (x) colP avvicinarsi di x 
ad a indefinitamente dipenda dal modo di comportarsi di f (x). 

Per questo nel teorema contenuto nell^ultima delle osserva- 
zioni precedenti si supponga dapprima F (x)=(x-a)'^ essendo k 
una costante, e si prenda Xo=a-\'8^ Xù-\-h=a-\-^ con S e e numeri 
positivi arbitrariamente piccoli e 8<jè. Si avrà: 

(2) na+,) - fia+S) = (S-*-e-») ^^^^ » 

con 8| compreso fra S e e, e di qui si trarrà: 



(3) 



f(.+„^_„,+e)^=j._(i)y>tì)i£: 



Ora evidentemente il numero e può supporsi piccolo quanto 
si vuole, e, se si suppone k positivo, per quanto piccolo si prenda 6 
si potrà sempre prendere poi S talmente piccolo che le due quan- 

tità f (a+s) 5*1 ( ~ ) siano minori di quella quantità che più ci 

piace; quindi si avrà evidentemente per k positivo: 

lim f (a+8) S* = — ^ lim /' (ot+S^) 8^*+* . 

(*) È bene avvertire esplicitamente una Tolta per tutte, a scanso di equivoci, 
che dicendo qui che le quantità / (x) e /' (x) sono sempre finite, o prendono sempre 
valori finiti nei putui di ogni intomo di a (ot escluso), non si esclude che alcuni di 
questi valori, pure essendo sempre finiti in ogni pvnto tpeeiaU, possano anche andare 
crescendo indefinitamente coiravvicinarsi sempre più di x ad 2- 

Resta però ancora inteso che dicendo invece che una funzione /(se) ò finita in 
tutto un intervallo senz'altro osservazione, sMn tenderà sempre che i suoi valori sono 
tutti compresi fra numeri finiti. 
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tutte le volte che uno almeno di questi due limiti è finito e deter- 
minato, è infinito; e poiché quando /'(a+8)8*+* per 8=0 o 
f (x) (a;-a)*+* per x=a+0 hanno un limite determinato e finito, o 
hanno per limite T infinito, questo limite è evidentemente quello 
di f (a+8|) 8|***, si conclude che in questi casi si avrà: 

Um f (X) (ic-a)* = — ^ lim f {x) (rr-a)*+< 

i limiti intendendosi presi per i^=a+0; e questo ci permette in- 
tanto di dire che: Se la funzione f{x) nei punti di un intomo 
a destra del punto a (a escluso) è finita e continua, e la sua deri- 
vata f (x) negli stessi punti è finita e determinata, allora se per 
un dato valore positivo detta costante k U prodotto f (x) (x — a)*+* 
per x=aL-\-0 ha un limite determinato e finito A, la quantità 

A 

f(x) (x — a)* avrà pure un limite determinato e finito che sarà — ^-J 

le 

e se la prima di queste quantità ha per limite + co la seconda 

avrà per limite + oo^ e si avrà così in questi casi: 

(4) lim f (r) (x-ay = - J Km f (x) (x-a^« . 

Similmente, prendendo invece nel teorema citato 
F (x) = log(a;-<x), e osservando che allora si ha: 

si trova subito che : sotto le stesse ipotesi intomo alla funzione f {x) 
e alla sua derivata f (a?), si può dire anche che se f (x) {x-ai)per 
:r=a-|'0 ha per limite una quantità finita e determinata A, la quan^ 
tità f(z) log {x-a) ha lo stesso limite A; e se f {x) (x-a) ha per 
limite ±00 anche f(x) log (.^-a) ha per limite ±oo ; e in questi 
casi si ha: 

(6) Im ^Srt ^^ = ^™ r(^)(a?— a)- 

^^^ »=a+o log ( a?-a) »=3e+0 

Teoremi analoghi si troverebbero quando si prendesse nel 
teorema citato F (a?) = (a?-a)~* log (a?-a), con k positivo ec . . . 
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Inoltre si può osservare che quando col tendere di 8 a zero 
le quantità f (a +8) 8*+*, o f (a-f-8) 8 senza avere un limite deter- 
minato oscillano fra limiti finiti diversi da zero e dello stesso 
segno, lo stesso per le formole (3) e (5) accadrà delle quantità 

f (a-|-8) 8* o . ^ , o queste quantità avranno un limite finito e 

determinato e differente da zero; talché per questo e per i teoremi 
testé enunciati si può anche asserire (§. 28) che quando coWawi- 
cinarsi indefinitamente di x ad a {a destra) la derivata di f (x) 
è sempre determinata e finita (essendo o nò continua) ma cresce 
indefinitamente e per a;=a+0 diviene infinita di prim' ordine o di 
ordine fc+l superiore ed primo, la funzione f{x) per ir==a-f-0 
diverrà infinita essa pure di ordine logaritmico o di ordine k 
respettivamente. 

Si può poi osservare che quando in ogni intomo sufficiente- 
mente piccolo di a a destra vi sono sempre dei punti nei quali la 
derivata f (x) dd f (x) è infinita e determinata di segno, i pro- 
dotti f (x) (rr-a)*'*'* con A: > non potranno avere un limite finito 
e determinato e tutt^ al più potranno aver per limite V infinito; 
talché allora le eguaglianze dei due teoremi precedenti sussiste- 
ranno soltanto quando si ahhia lim f {x) {x — a)*** = ± cx) . 

74. Supponiamo ora nella formula (2) k negativo e = — p; 
si avrà: 

f («+s) - f{a+s) = i^-sp) rw)v^ . 

e quindi evidentemente se la quantità f (a+8) 6*"'', con p posi- 
tivo ma piccolo a piacer nostro, ha per limite zero o una quantità 
finita oscilla fra limiti finiti, si potrà fare in modo che per tutti 
i valori di 8 inferiori ad e la differenza /"(a+s) — f{^'\'^) P^r 6 
sufficientemente piccolo sia sempre numericamente minore di qual- 
siasi quantità arbitrariamente data a. Ne segue (§. 22) che in tal 
caso f {x) per a:=a+0 avrà un limite determinato e finito A, 
talché si può intanto concludere che: Se nei punti di un intomo 
di a a destra (a escluso) la funzione f{x) ammette sempre una 
derivata determinata (continua o nò) die si mantiene inferiore a 
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un numero finito o che, se cresce indefinitamente col tendere di x 
ad a, diviene infinita soltanto di un ordine che è inferiore al primo 
per una quantità finita p, la funzione f (x) cóW avvicinarsi inde 
finitamente di x ad a non supererà mai un certo numero finito, e 
avrà un limite determinato e finito, e in a verrà tutt^cd piil ad 
avere una discontinuità di prima specie. 

Da ciò risulta che quando i yalori di f (a+S) 8^-^ (anche 
soltanto per valori di p sufficientemente piccoli) hanno per limite 
zero una quantità finita o oscillano fra limiti finiti, cambiando, 
se occorre, il valore di f (x) nel punto a col prendere per f{a) il 
valore di /"(a+O), la funzione f(x) diverrà continua anche in 
questo punto; e allora, fatto, se occorre, questo cambiamento, 
potendo supporre 6=0 nella formula precedente, si avrà: 

ciò che ci permette di dire che in questo caso se f {x) {x — a)*-^ 
per valori differenti da zero e positivi di p ha un limite detenni" 

nato e finito A per a?=a4-0, la quantità ^ ^, .^ per a?=a+0 

A 

avrà per limite — i e se il pritno di questi limiti è ± oo anche il 

secondo sarà ± oo ; e potrebbero qui pure trarsi conclusioni 
intorno agli ordini degli infinitesimi di f{x) — f{fx) per a?=a-[-0 
in relazione con quelli degli infinitesimi o degli infiniti di f {x) per 
ar=a-^0, come abbiamo fatto sopra per gli infiniti della stessa f {x). 
Risultati analoghi si otterrebbero prendendo 

P (ic) = -, ec 

log (x—a) 

Si può poi notare come conseguenza del teorema enunciato 
sopra che quando la solita funziane f{x) ha una discontinuità di 
seconda specie nel punto a eie sue derivate ftwri di questo punto 
sono sempre determinate e finite, esse coli' avvicinarsi indefinita^ 
mente di x ad a dovranno sempre prendere anche un numero infi- 
nito di valori che, sebbene finiti, siano numericamente maggiori 
di qualunque numero dato. q 
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Di ciò si ha un esempio per x=0 nelle funzioni che per x=0 

hanno un valore finito qualunque e per x diverso da zero sono 

,.111 
u^ali a sen -•t o a — sen — , ec. . . . 

'^ X X x^ 

75. Supponiamo poi nella formula (7) jj=l (con che essa si 
riduce a quella della osservazione 6.^ del g. 72); si vede allora 
chiaramente che: Se la quantità f (x) per a;=a+0 ha un limite 
determinato e finito o un limite infinito, la derivata di f{x) per 
x=a a destra esisterà essa pure e sarà uguale a questo limite di f'{x); 
esef (x) per 3:=a-[-0 non avrà un limite determinato ma oscillerà 
fra limiti finiti coW avvicinarsi di x ad a indefinitamente, allora o 
la derivata di f{x) nel punto a sarà ancora determinata e finita, 

U rapporto ^ — -^ col tendere di S a zero per valori 



positivi oscillerà anch'esso fra limiti finiti. Risultati analoghi si 
hanno nel caso che f{x) colVavvicinarsi di ^ ad a indefinitamente 
oscilli fra limiti infinitamente discosti. 

76. E dietro ciò si può anche per conseguenza affermare che< 
8e in un intorno di un punto a a destra (a incluso) la funzione 
f{x) è sempre finita e continua, nel punto x=a essa potrà non 
ammettere una derivata a destra né finita né infinita soltanto nei 
casi seguenti: 

l."" che non esista una derivata finita e determinata o infinita 
e determinata di segno per ogni punto dello stesso intomo ed di 
fuori di a. 

2.° che esistendo questa derivata per ogni punto dell'intorno 
di a che si considera (a escluso), i suoi valori non abbiano un limite 
determinato finito o infinito per a?=a-[-0. 

77. E, in questfuUtima ipotesi della esistenza delle derivate di 
f{x) per ogni punto dell' intomo di a die si considera (a escluso)^ 
avendo ancora riguardo alla formula che viene dalla (7) col farvi 
j>=l, si può anche asserire che: 

1.** La derivata di f{x) nel punto a a destra non potrà essere 
infinita altro che quando le derivate stesse abbiano per limite l'infi- 
nito per x=a-[-0, che senza aver per limite l'infinito, in infiniti 
punti dello stesso intomo prendano anche valori che sebbene finiti 
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siano numericamente maggiori di qtudunque quantità data, senza 
escludere con ciò che in alcuni punti dello stesso intorno possano 
anche avere valori infiniti. 

2.* Se la derivata /"(a) di f{x) nel punto a a destra è determi- 
nata e finita, le derivate di f{x) nei punti dell'intorno di a che si 
considera dovranno aver per limite f'{x) per a;=a+0, o almeno 
in infiniti punti dello stesso intomo dovranno aver valori che diffe- 
riscono da f(x') meno di qualunque quantità data, per quanto in 
infiniti altri punti del medesimo intomo possano anche avere valori 
molto differenti e anche essere infinite. 

78. S* intende poi che queste osservazioni condurrebbero anche 
ad altre relative al caso che nel punto a si considerino le derivate 
a destra e a sinistra ad un tempo, o le derivate intese nel modo 
ordinario, e si otterrebbero allora altri teoremi di complemento 
a quelU dei §§. 71 e 72. 

Così p: es: per le osservazioni precedenti si troverà subito 
che: Se f (x) è una funzione che in tutto l'intervallo (a, p) è finita e 
continua, e, eccettuati tutfàl piil gli estremi a « p, in tutti gli altri 
ammette una derivata determinata e finita o infinita e determinata 
di segno, questa derivata o prenderà valori numericamente inferiori 
a un numero finito in qualunque punto intemo all'intervallo, o in 
infiniti punti dello stesso intervallo prenderà anche valori che, 
sebbene finiti, in valore assoltdo saranno superiori a qualunque 
numero dato arbitrariamente grande, senza escludere in quest* ul- 
timo caso che possano esservi anche infiniti punti nei quali la 
derivata stessa è infinita. 

E, nella solita ipotesi che f{x) neir intervallo (a, p) sia sem- 
pre finita e continua e fra a e ^ (a e ^ al più esclusi) anunetta 
sempre una derivata determinata e fijiita o infinita e determinata 
di segno, attribuendo alla derivata valori speciali anche negli 
estremi a e p quando in questi punti non esista, e considerando 
poi questa derivata nelP intervallo (a, p) come una funzione ^ (x) 
di X (che potrà quindi avere in alcuni punti anche valori infiniti), 
basterà aver riguardo al teorema del §. 75 per potere asserire 
che: Nelle indicate ipotesi questa funzione derivata f (x) nei punti 
ove è finita non potrà avere inai discontinuità ordinarie neppure 
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Soltanto da una parte, ma potrà tutt'al più avere delle discontinuità 
di seconda specie; e nei punti ove è infinita dovrà comportarsi in 
modo che negli intorni degli stessi punti a destra e a sinistra i suoi 
valori abbiano per limite l'infinito o oscillino fra limiti infinita- 
mente discosti, senza escludere con ciò che questi valori fuori del 
punto a possano anche esser sempre finiti, non ostante che alcuni 
di essi debbano essere arbitrariamente grandi in valore assoluto. 

Così p: es: si vede che la derivata della funzione x'^ sen - 
^ X 

esiste ed è finita per qualunque valore di a; e nel punto x=0 ha 

una discontinuità, ma questa discontinuità è di seconda specie. 

Similmente per la funzione che per a?=0 è zero, per x positivo 

è yx ( 1+07 sen- j, e per x negativo è. — 1/ — x ( l-\-x sen- J 

ove i radicali sono presi positivamente, la derivata esiste sempre 
e nel punto x=0 è -f- o^» naa negli intorni di questo punto, oscilla 
continuamente fra limiti arbitrariamente grandi positivi e negativi. 
79. P^ennandosi poi alle derivate di una funzione considerate 
soltanto a destra o a sinistra dei punti del solito intervallo, è 
facile dimostrare che la seconda parte del teorema del §.71 può 
generalizzarsi col dire che: Se una funzione f(x) è finita e con- 
tinua in tutto un intervallo (a, p), le sm derivate a destra (o a 
sinistra) dei punti dell' intervallo stesso (un estremo eacluso) non 
possono essere tutte nulle a meno che la funzione non sia costante. 
Si supponga infatti per semplicità (i<^^ e si anmietta che le 
derivate a destra di f{x) per tutti i punti x dell'intervallo (P esci.) 
siano tutte nulle, e si formino le due funzioni : 

ff (x) = fix) -f(a) + 0(x-«), 4. (X) = f(x) - f(a) -G(x-a), 

essendo una quantità positiva. 

Queste funzioni ^ (x) e ^ (x) saranno finite e continue in 
tutto l'intervallo (a, p) come la f{x)^ e le loro derivate a destra 
di ogni punto x neir intervallo stesso (p esci.) saranno sempre 
uguali a 9 e — 9 respettivamente; quindi per ognuno di questi 
punti X e per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a 
esisterà un valore speciale e positivo e tale che per tutti i valori 
positivi di h inferiori ad e si abbia in valore assoluto: 
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À ^ h 

e perciò le differenze <p (a74-^) — ? (^) i 4^ (^+*) — ^^ (^) P®i valori 
di A positivi e inferiori ad e saranno Tuna positiva e T altra 
negativa. 

Segue da ciò che per ogni intervallo da a a ^\ essendo P'<CPf 
il massimo della funzione ^ (x) e il minimo di ^ (x\ (che certo 
dovranno esistere perchè queste funzioni spno continue) non 
potranno essere che nel punto estremo P' deir intervallo stesso 
(a, p'), e perciò si avrà sempre ? (P')>? (*)i 4* (P'Xi* (^) ovvero: 

/•(P')-/^(a) + 8(P'~a)>0, /(p')-/(a)-0(p'-aj<0, 
anche: 

-8(P'-«)</'(P') -/'(«)<0(P'-«); 



/ 



quindi, poiché 8 è arbitrariamente piccolo, si avrà intanto eviden- 
temente f(^') = f{a) per tutti i valori di p' compresi fra a e p 
(P al più escluso); e ora, osservando che la funzione è sempre 
continua nelP intervallo (a, P), si conchiude che sarà anche (§. 45) 
^(P)=:^(a), e il teorema resta così completamente dimostrato. 
La stessa dimostrazione si farebbe pel caso delle derivate a 
sinistra; e ora con considerazioni simili a quelle svolte nel §.72 
si potrebbero generalizzare anche i teoremi 4.'' e 5." del paragrafo 
stesso. 

80. Tornando ora a parlare delle derivate intese nel senso 
ordinario, osserveremo che, mentre in generale si può dire che 
quando una funzione f (x) è finita e continua in un punto x 
r accrescimento /"(ar+S) — /(a?) della funzione e l'accrescimento 
(positivo o negativo) S della variabile divengono sempre insieme 
infinitesimi, colla considerazione delle derivate si possono enun- 
ciare risultati più completi, e si può affermare che: 

1.* quando nel punto x la funzione f{x) ammette una deri- 
vata che è determinata, finita e differente da zero, T accrescimento 
f{x+S) — f{x) della funzione stessa rispetto all'accrescimento 8 
della variabUe, coli' impiccolire indefinitamente di quest'ultimo 
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diviene infinitesimo del prim' ordine, e in modo che il rapporto 

2i — ~^ abbia un limite determinato e indipendente dal 

segno di S; 

2."* quando la derivata di f(x) nel punto x è zero o infinita 
(e determinata o nò di segno) P accrescimento della funzione 
rispetto air accrescimento S della variabile diviene infinitesimo di 
ordine superiore o inferiore al primo respettivamente: 

3." e infine quando la derivata di f (x) nel punto x è indeter- 
minata, sia perchè il rapporto i — —^ pei valori negativi 

di 8 non abbia lo stesso limite che pei valori positivi, sia perchè 
per S positivo o per 8 negativo o in ambedue i casi non abbia 
un limite determinato, Taccrescimento della funzione rispetto al- 
r accrescimento della variabile considerato da una delle due parti 
di a; o sarà ancora di prim^ ordine, o, senza essere propriamente di 
ordine minore o uguale al primo, sarà di ordine non nuzggiare 
del primo o viceversa, o anche infine questi accrescimenti, sebbene 
ambedue infinitesimi, rispetto alVordine di infinitesimo non sa- 
ranno in nessun modo comparabili Tuno al? altro (§. 27); e mentre 
da una parte di x potrà presentarsi una di queste particolarità, 
dall^altra parte potrà presentarsene un altra, ec. 

Per queste osservazioni poi e pel teorema del §.71 può dirsi 
ora che se f{x) è finita e continua in tutto un intervallo e non è 
costante, Taccrescimento della funzione rispetto a quello della 
variabile non può essere infinitesimo di ordine superiore al primo 
(neppure soltanto logaritmicamente ec.) in tutti ì punti di una 
porzione qualunque dello stesso intervallo; e nel caso particolare 
che la funzione stessa abbia soltanto un numero finito di massimi 
e di minimi, si può dire anche che il suo accrescimento rispetto a 
quello della variabile non può essere sempre di ordine inferiore al 
primo per tutti i punti di una porzione qualunque delP intervallo 
in cui si considera, perchè altrimenti la sua derivata in intervalli 
finiti sarebbe sempre infinita e determinata di segno (§. 72, 3."*), 
e questo non può essere. 

81. Di qui si deduce in particolare che se la funzione f{x) è 
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finita e continua in tutto un intervallo, e si prende a considerare 
una porzione qualunque di questo intervallo nella quale f{x) non 
ha sempre uno stesso valore, non sarà possibile di trovare un 
numero positivo e differente da zero s tale che in ogni intervallo 
h di ampiezza minore di e preso nella stessa porzione le oscilla- 
zioni Dj^ della funzione siano di un ordine di piccolezza superiore a 
quello deir intervallo h (anche soltanto logaritmicamente), in modo 
cioè che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o 
si possa trovare un valore sufficientemente piccolo di $ tale che 
per tutti gli intervalli h la cui ampiezza è inferiore ad e il quo- 
ziente -J-- sia sempre minore di a. 
n 

È chiaro infatti che se (a?, x-\-h) è un intervallo cui corrisponde 

V osculazione D* si avrà m valore assoluto -7- ^ —^ — ■ — i — —^ — » 

h — h 

e quindi se potesse esser sempre -r- <ji^ la derivata di f {x) sa- 
rebbe sempre zero qualunque fosse il punto x^ e questo non può 
essere (§. 71). 

E se f{x\ oltre essere finita e continua neirintervallo dato, 
non avrà in questo intervallo un numero infinito di massimi e 
minimi, allora si può anche affermare che per qualunque porzione 
che si consideri dello stesso intervallo non sarà possibile di trovare 
un numero positivo e differente da zero e tale che, in ogni inter- 
vallo h di ampiezza minore di e preso nella stessa porzione le 
oscillazioni Da della funzione siano di un ordine di piccolezza infe- 
riore a quello delVintervallo h (anche soltanto logaritmicamente), 
in modo cioè che per ogni quantità positiva e arbitrariamente 
grande <o si possa trovare un numero sufficientemente piccolo s 
tale che per tutti gli intervalli h di ampiezza inferiore ad e il 

quoziente -r^ sia sempre maggiore di co. 
n 

In questo caso infatti, spezzando, se occorre, Tintervallo totale 
in più intervalli parziali limitati ai punti corrispondenti ai mas- 
simi e ai minimi, e supponendo che negli intervalli parziali così 
formati alP intervallo (^, x-\'h) corrisponda la oscillazione Dj^, si 
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, 1 1 Dfc f ix-\-h) — f (x) 
avrà sempre m valore assolato -=- = —^ ^ — • — -; e perciò, 

se potesse esser sempre ^* > a», la derivata di ^x) sarebbe sem- 

pre infinita e determinata di segno per qualunque posizione del 
punto X, e questo è in contradizione col teorema del §.71. 

Se poi la fanzione f (x) néiV intervallo dato o nella porzione 
di esso che si considera ha un numero infinito di massimi e di 
minimi, allora potrebbe darsi che quest^ultima proprietà rispetto 
alle oscillazioni Da di f{x) non sussistesse più, e fin ora non si 
può affermar nulla di generale. 

82. Quando la derivata di una funzione f{x) che in un dato 
intervallo è finita e continua esiste per tutti i punti dello stesso 
intervallo ed è una nuova funzione f{x) della x finita e continua 
essa pure, si considera anche la derivata di questa funzione, e 
8* indica ordinariamente con f^x) ; e chiamando allora la fXx) 
derivata prima di f{x), si chiama la fix) derivata seconda di f{x); 
e se questa derivata seconda è essa pure una nuova funzione della 
x finita e continua in tutto V intervallo, allora si considera anche 
la sua derivata che si chiama derivata terza di f(x) e s^ indica 
con f^(x), e così di seguito. 

Supponiamo ora che in un intomo (a?'-e, aj'-f-e) di un punto x' 
intemo a un intervallo dato le derivate prime della funzione f{x) 
siano finite e continue, e le derivate seconde siano finite e deter- 
minate, o infinite e determinate di segno, essendo però nel punto x' 
la derivata seconda fix') di f(x) una quantità finita k; e consi- 

k 
deriamo la funzione <p (x) = f(x) — — x* che nello stesso intomo 

avrà le stesse proprietà, e la cui derivata seconda nel punto x' sarà 
uguale a zero. 

Supponendo 8<C!s, e indicando con 9, 9^, 9j, 93 dei numeri 
positivi compresi fra e 1, si avrà (§. 72, 6."*): 
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e: 

tf' (x'+O 8) = (p' («O+O 8 ?' (a;'+0 Oj 8), 

9' (a:'— 0, 8) = y' («')— 8i 8 ff' (ar'-O, O3 8), 

e perciò sarà: 

y(.'+S)-2y^(.')+y(.'-8) _ ^ ^. ^^,^, ^^ ^^ _^ ^^ ^. ^^,_g^ ^^ ^^ 

Ma, poiché la derivata seconda di 7 {x) nel pulito x' esiste ed 
è uguale a zero, le quantità 

08 ' —9^8 

ayranno per limite zero per 8=0; quindi, per le formole prece- 
denti, altrettanto accadrà delle quantità f "(ìt'+QQjS), ^''(a?' -9,838), 
e perciò si avrà: 

^ y (3T-+8) - 2 y (xQ + y (x--8) ^ ^ 
^=0 8* ' 

e quindi anche: 

li^ r(ar'+8)-2/-(x') + /^(a.'-8) _ 

,r=o 8"« A - M^ ;, 

ciò che ci permette di dire che: Se le derivate prime di una fun-- 
zione finita e continua f(x) sono anch' esse finite e continue in 
tutto un intomo di un punto x' interno all' intervallo in cui la fun- 
zione f ips) viene considerata^ e se inoltre la derivata seconda fix) 
di f{x) in tutti i punti dello stesso intomo è determinata e finita, 
è infinita e determinata di segno, essendo però finita nel punto x\ 
U valore di questa derivata seconda in questo stesso punto x' potrà 
considerarsi come il limite detta quantità: 

Similmente si vedrebbe che, nelle stesse ipotesi, fix') può 
altresì considerarsi come il limite per 8=0 della quantità: 
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— ^ • t anche se il punto a?' è un estre- 

mo dell'intervallo. 

E però da osservare che (come accade p: es: nel punto xs=rO 

per la funzione che per .r=0 è zero e per x differente da zero è 
uguale a x sen^ — j può benissimo avrenire che la quantità : 

- ^ ^ ' per 8=0 abbia un limite determinato e 

finito per il valore speciale x di x^ anche quando per questo stesso 
valore di -^ non esiste neppure la derivata prima di f(x); talché 

in molti casi, mentre per una funzione f (x) potrà ancora consi- 

A • -1 V -^ ^ n ^ f-*^ f(x+S)—2f(x)-\-f(x-S) 
derarsi il limite della stessa quantità '— ^^ per 

alcuni o anche per tutti i valori di :r in un dato intervallo, non 
si potrà affatto parlare né di derivata prima né di derivata se- 
conda della stessa funzione f {x) per gli stessi valori di x. 

£ possiamo aggiungere che mentre la derivata prima e 
quindi anche la derivata seconda di una funzione f{x) non hanno 
significato nei punti x di discontinuità della funzione stessa, il 

limite della quantità '—^ 1 ^ ' può avere un 

significato anche in questi punti quando le discontinuità siano 

tali che si abbia in essi f{x) = lim ti -^^ -^ e così in 

particolare il limite della quantità stessa può avere un significato 
anche nei punti delle discontinuità quando si tratti di disconti- 
nuità ordinarie per le quali si abbia f(x) = '^ ' '^ ' ^ ^ . 

83. Si può poi dimostrare che: Se la quantità: 

f(x+S)-2f(x)-{-f(x^8) 

^ ^^ per 8=0 ha per limite zero in tutti i punti 

intemi a un intervallo (a, p) ove la funzione f (x) è finita e continua, 
questa funzione sarà una funzione di primo grado in tutto V intera 
vallo, e quitti le sue derivate prime e seconde esisteranno sempre, 
e la stéa derivata seconda sarà sempre zero. 
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Supponiamo infatti che la funzione f{x) nell^ intervallo dato 
(a, p) soddisfi alle condizioni qui indicate rispetto alla quantità 

' — ^t^-^ '^ ' ' ^1 e osserviamo che se è una costante 

la funzione: 

?(x)=±JAx)-/'(«)-?^jAP)-A«)!J+8«(^-«)(*-P), 

che si annulla per x=a e a:=p, sarà essa pure finita e continua 
in tutto r intervallo (a, p) e si avrà per essa: 

e quindi, per ogni valore di x nelP intemo deir intervallo (a, p), 
esisterà un numero positivo s dotato della proprietà che la quan- 
tità y (a;+8) — 2 y (a;) + y (x — 8) per tutti i valori di 8 positivi e 
inferiori ad e sia sempre positiva e differente da zero. 

Da ciò risulta subito che y (x) dovrà essere sempre negativa 
o nulla neir intervallo (a, ^), poiché se potesse prendere anche 
valori positivi il punto x' corrispondente al massimo dei suoi 
valori (che certo deve esistere §. 47) non potrebbe trovarsi né in a 
né in p, perché in questi punti si ha f (^)==0, ma sarebbe nel- 
r intemo del? intervallo; e così per e sufficientemente piccolo e 
per 8<^6 si avrebbe sempre: 

fp (ic'+8) — (p (x') < , (p (x'—S) - ? (a?') < , 

e la quantità y (a?+8) — 2 y (x) -|- y (a?-8) nel punto x' sarebbe 
sempre negativa o nulla, ciò che é contro a quanto abbiamo detto 
sopra; quindi tp (x) dovrà essere negativa o zero in tutto F inter- 
vallo (a, p) senza però potere essere sempre zero; e poiché il primo 
termine di y (x) ha il doppio segno, e il secondo (che è sempre 
n^ativo), a causa della arbitrarietà di 0, può supporsi piccolo 
quanto si vuole per tutti i valori di a? fra a e p, si conclude che 
il primo termine di ^[{x) deve essere nullo in tutti i punti x fra 
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a e p e anche in questi limiti (§. 45), e si ha perciò in questo 
intervallo (i limiti inclusi): 

come abbiamo enunciato. 

84. Il teorema dimostrato continua a sussistere anche quando 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, p) o in un gruppo 
di punti di prima specie si è incerti sulP esistenza o sul valore 

del limite per 8=0 della quantità;. ^^- +^^ ~ ^ fJ'ÙAE''j3, 

porche nei punti nei quali si ha questa incertezza la quantità 

n.+,)-2m+n.-s) ^^ ^^^ ^^^^ ^^ ^^^ ^^^^ ^ .^ 

tutti gli altri sia ancora lim fi^+^)-^m+n^-^) _ o, e 

f{x) sia finita e continua in tutto l'intervallo (a, p). 

Supponiamo infatti dapprima che i punti pei quali si è 

incerti intorno all' esistenza o al valore del limite della quantità 

f(x+S)-2f(x) + f{x-S) 

Tg Siano m numero linito e siano i punti 

ttf, «2 * • • ^* Esclusi questi punti con intervalli arbitrariamente 
piccoli («4-64, otj+e^), (og-Sj, «2+62),..., negli intervalli restanti 
successivi si avrà respettivamente : 

f (x)=c^X'\-d^ , f {x)=c^x-{-d^ , f {x)=c^-\-d^ , . . . . 

ove le e e d sono costanti; e poiché f(x) è continua anche nei 
punti a4, o^ . . . Om e gli intervalli esclusi sono arbitrariamente 
piccoli, si vede subito intanto che si avranno le eguaglianze (§. 45): 

e le formole precedenti sussisteranno da a a a^, da a^ a o^, da o^ 
a 03... respettivamente (i limiti inclusi). 

Osservando poi che nei punti stessi a^, o^f •* • ^m la quantità 

' "^ '}^ -^ '^^ 1 per 8=0 deve avere per limite zero, 

e in uno qualunque Oa di questi punti questa quantità è uguale 
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a Cg^i-c»^ si concluderà sabito che le quantità C|, c^, C3, . . . e per 
conseguenza anche le (2|, d^^ ^3^ • • • devono essere tutte eguali, e 
perciò f(x) in tutto l'intervallo (a, p) dovrà essere una stessa 
funzione di primo grado cx+d^ e così il teorema è intanto dimo- 
strato nel caso che i punti a^, a,, . . . am siano in numero finito. 

Servendosi ora del processo che si tenne per un caso simile 
nel §. 72 S.*", il teorema attuale si estenderà al caso generale in cui 
il gruppo di punti nei quali si è incerti sulla esistenza o sul valore 

del limite della quantità: '— — -^ i% ^ ^^ grupp^ 

di punti di prima specie e di ordine qualunque, e così esso resterà 
completamente dimostrato. 

È poi da osservare in particolare che la condizione posta ri- 
spetto al limite del rapporto / v / 1 M / v ^,^^ 



pre soddisfatta per quei punti x' intemi air mtervallo (a, p) nei 
quali f{x) ammette una derivata prima finita e determinata, per- 
chè, potendo quel rapporto porsi sotto la forma 

f {x+S)- f(x) f(x-S)- f{x) . ., , , . ,. , 

— ~~^ — ~^~^ — ?i evidente che, pei punti x 

pei quali la derivata prima di f(x) esiste ed è finita, esso ha per 
limite zero per 8=0. 

85. Dal teorema dimostrato poi si ha come corollario che: 
Se f {x) eY (x) sono due funzioni di x finite e continue netP inter- 
vallo (a, p), e se in .questo intervallo f {x) ammette una derivata 
prima f{x) finita e continua^ e, eccettuato tutto al più un gruppo 
di punti di prima specie, in tutti gli altri ammette anche una deri- 
vata seconda finita fix) (continua essa pure nò), mentre poi la 
funzione F (x) è tale che dei due rapporti: 

F (x+S)—2 F (^)+F (x-S) F (x-\-S)—2 F {x)+¥ (x-S) 

8 ' ^ P 

il primo ha sempre per limite zero, e il secondo ha per limite f{x) 
per tutto tranne tutto al più in un gruppo di punti di prima specie, 
le due funzioni f{x)eF (x) in tutto V intervallo (a, P) non potranno 
differire che per ufia stessa funzione di primo grado cx-\-d. 
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86. In modo simile si potrebbero dimostrare dei teoremi analo- 
ghi Bolla funzione: ^^8) -3/(xf^ + 3r(x) - /(x-a) ^^ 

si è condotti dalla considerazione della derivata terza di f(x); e 
teoremi simili si avrebbero anche sulle fonzioni analoghe che 
vengono dalla considerazione delle altre derivate. 

Infine osserveremo che i teoremi del calcolo differenziale snlle 
derivate delle sonmie, dei prodotti, dei quozienti ec. di più funzioni 
sussistono sempre quando le funzioni date e le funzioni derivate 
che per ^applicazione degli stessi teoremi conviene di considerare 
sono finite e determinate, e che le somme o i prodotti sono com- 
posti di un numero finito di termini o di fattori ec. 

Teoremi sulle serie. 

87. Ricordiamo che si chiama serie un a^^regato 

«*i + *^ + --- +w»+... 

di termini reali o complessi il cui numero è infinito; e si dice 
somma o valore della serie il limite della somma Sn dei suoi primi 
n termini per n crescente indefinitamente. Si dice poi che questa 
serie è convergente quando il detto limite è finito e determinato; 
mentre si dice che è divergente quando lo stesso limite in valore 
assoluto o in modulo è infinito, e si dice che è indeterminata 
quando il detto limite non esiste. 

Ricordiamo inoltre che, se una serie è convergente, il limite 
dei suoi termini Un per n crescente indefinitamente è zero; ma 
il trovare soddisfatta questa condizione non basta per potere 
concludere che la serie è convergente. E si può dire che per la 
convergenza di una serie è necessario e sufficiente che la somma 
tiiwi + Wn+i + . . +tt«4.p==5«^p — Sn di im numero qualunque p dei 
termini consecutivi presi dopo Vn^ abbia per limite zero col cre- 
scere indefinitamente di n (§. 23), o anche (il che torna lo stesso) 
che ciò che chiamasi resto della serie, cioè la sonmia r» della serie 
Wii+i + Wn+j 4- Wh+b '+■••• dei termini che s^uono l'w», abbia per 
limite zero per n crescente indefinitamente. 
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Infine ricordiamo che, a differenza delle somme composte di 
un numero finito di termini, le serie possono cangiare valore 
quando si cangia Tordine secondo cui si succedono i loro termini, e 
perciò esse si distinguono in serie convergenti indipendentemente 
dall^ ordine dei termini o incondizionatamente, e in serie non 
convergenti indipendentemente dair ordine dei termini o sem- 
plicemente convergenti, secondochè la detta circostanza può o nò 
presentarsi; e si dimostra che onde una serie reale o complessa 
sia convergente indipendentemente dalF ordine dei termini è neces- 
sario e sufficiente che la serie formata coi valori assoluti o coi 
moduli degli stessi termini sia convergente. 

88. Sulle serie poi, in quanto esse possono cangiare valore 
mutando Tordinamento dei loro termini, sono anche da farsi le 
s^^enti considerazioni. 

Sia 

(1) Wi+«^+«*3+ • • +Wh+ . . . 

una serie che per semplicità supporremo reale, e i suoi termini 
siano in parte positivi e in parte negativi, e tendano a zero col 
crescere indefinitamente di n. 

Indichiamo con Sn la somma dei primi n termini di questa 
serie, e supponiamo che: 

(2) «1+0^+ +am+ . . . 

(3) Pi+p8+.-. +P-.+ .... 

siano le due serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei 
termini negativi che compongono la serie (1). 

In Sn entrerà un certo numero m dei primi termini della 
serie (2) e un certo numero m' dei primi termini della serie (3); 
quindi, se si indicano con Om, e 9 m' le somme respettive di questi 
mem' primi termini delle serie (2) e (3), si avrà: 



S«=o«— a'ms e: lim Sn= lim (om — o'«'), 

donde si vede subito che quando le serie (2) e (3) siano ambedue 
convelluti, la serie (1) sarà convergente indipendentemente dal- 
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r ordine dei termini, e quando una sola delle serie (2) e (3) sia 
divergente, la serie (1) sarà divergente in qualunque ordine si 
prendano i suoi termini; talché resta ora a considerarsi soltanto 
il caso in cui le serie (2) e (3) siano ambedue divergenti. 

In questo caso è facile vedere che si potrà sempre, e in 
infiniti modi, cangiare T ordine dei termini della serie (1) in modo 
da fare sì che essa divenga convergente e abbia per somma una 
quantità qualunque data, o divenga divergente, o divenga inde- 
terminata. 

Indichiamo perciò con h una quantità finita e positiva qua- 
lunque, e mostriamo subito come possano ordinarsi i termini della 
serie (1) in modo da fare sì che essa sia convergente e la sua 
somma venga ad essere precisamente h. 

Per questo supponiamo che i termini della serie (2) a partire 
dal primo siano già tutti minori di A; se questo non fosse, potrem- 
mo aggruppare con una legge qualunque un certo numero dei 
primi termini delle serie (2) e (3) fino a trovare che i termini 
seguenti della serie (2) soddisfacessero a questa condizione, e che 
la somma algebrica dei termini così aggruppati, prendendo quelli 
della serie (2) col segno + e quelli della serie (3) col segno — 
fosse una quantità negativa o nulla; e allora se — k fosse questa 
somma, si considererebbero le serie (2) e (3) a partire da questi 
termini, e con esse si cercherebbe di formare un altra serie nella 
quale le a, fossero prese col segno -f- e 1© P» col segno — , e la cui 
somma fosse A+A;. 

Ciò posto, osserviamo che, siccome le serie (2) e (3) sono 
divergenti, potremo prendere un numero finito p^ di termini a^, 
a^...ciip^ della serie (2) tali che la loro somma restando inferiore 
a A-f-pi ne differisca meno del termine seguente op^-m, o la diffe- 
renza sia tutt^al più uguale a questo termine; poi si potranno 
prendere altri p^ termini op^+i , Op^^.!, . . ., ap^+pi tali che la somma 
«1+03+ . . . +aLp^+ap^+i+aip^^+ . . . + ap^+p, sia inferiore a A+Pi+ftì 
ma ne differisca meno del termine seguente ap.^p,^,, o la differenza 
sia tutt^al più uguale a questo termine, ... ; e in generale dopo il 
termine apj+p, + . . .+p„_j si potranno prendere altri pn termini 

*i»i+p, + . . . +jPn— 1+4 1 • • • fltPi +i», + • • • +Pn—i+Pn tali che la somma 

a^H-a2 + ...4-a;,,+j,,+ ... + p, restando inferiore a: 
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A-|-Pi + p2+ — + Pn ne differisca meno del termine seguente 
ap^+p^+...+p^^ o la differenza sia tutV al più aguale a questo 
termine; e di questi numeri Pf i j>2 • • • j>n alcuni potranno anche 
essere zero perchè può essere, per esempio, che pt sia tanto piccolo 
che la somma aj + Oj + ... + a^^+p, + . . . + p,^^ che differisce da 
*+Pi+Pa+ •" +P«-i nieno del termine ap^^^+.. . + p,_4+i differisca 
anche da A+Pì+Pì4' ••• +Pt-i+P« meno dello stesso termine,...; 
però la sonuna Pi +1>2 + — \-Pn dovrà crescere indefinitamente 
con n, perchè la quantità i+Pi+PsH" — hPn cresce pure inde- 
finitamente con n. 

Conseguentemente con questi gruppi successivi si potrà for* 
mare la serie: 

(4) a^+OjH hofi— Pi+Ofi+iH- - +^i^%—M P^i+ 

che non sarà che la (1) scritta in un ordine particolare; e in 
questa serie (siccome alcune delle p possono anche essere nulle) 
anche i termini negativi potranno trovarvisi successivamente a 
gruppi. Però sì i gruppi dei termini positivi che quelU dei termini 
negativi tenderanno a zero col crescere indefinitamente di n, poiché 
raggiunta di un gruppo positivo, p: es: Vn», fa sì che la somma si 
aumenti soltanto di una quantità minore di ap^+p^^ . . ■i.j»ii_^.f.4'|-p» 
e il seguente gruppo negativo è evidentemente minore di 
f^-i-^i+Pf + • • ' + Pn+i^ e per le ipotesi fatte sì Tuna che Paltra 
di queste somme hanno per limite zero per n=co . 

Ciò posto, se facciamo : 

S'»=a|-|-aj-|- — h^i»! — Pi+ - +<*Pi+i'i+ • • • +Pm — pM 

si avrà evidentemente: 

e poiché n può supporsi così grande che per lo stesso valore di n 
e pei valori maggiori il termine (Xp^+p^+ . . . +p^+i sia sempre minore 
di quella quantità che più ci piace, si ha di qui che lim S'n = h; 
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e sì conclude perciò che la serie (4) è convergente e ha per som- 
ma A, giacché se arrestandosi a un gruppo di termini negativi si è 
avuto h per limite della somma S'n, altrettanto accadrà arrestan- 
dosi a qualunque altro punto sì in un gruppo positivo che in un 
gruppo negativo perchè, per quanto si è visto, questi gruppi e 
quindi anche le loro parti tendono a zero. 

Così si vede intanto che i termini della serie (1) si possono 
ordinare in modo che la sua somma si riduca alla quantità data h; 
ed anche si capisce che ciò potrà farsi in infiniti altri modi, 
seguendo altre leggi per formare i successivi gruppi delle serie (2) 
e (3), e anche seguendo sempre il metodo precedente, ma pren- 
dendo invece di h una funzione positiva di n che per n crescente 
indefinitamente abbia per limite h. In modo analogo si proverebbe 
che si possono dare ai termini della serie (1) ordinamenti tali che 
la sua somma divenga una quantità negativa data; e, prendendo 
invece di h una funzione positiva o negativa di n che col crescere 
indefinitamente di n abbia per Hmite V infinito o non abbia un 
limite determinato, con ragionamenti analoghi si vedrebbe anche 
che la serie (1) si può ridurre ad infinite altre serie che siano 
divergenti o siano indeterminate; talché riassumendo si può dire . 
ora che: Essendo data una serie reale: 

(5) U^+t^t+ - +**n+ - 

» cui termini sono in parte positivi e in parte negativi e tendono a 
zero col crescere indefinitamente di n, e essendo: 

(6) «1+08+ •••+«*+ - 

(7) Pi+p8+ •••+?»+ - 

le serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini negativi: 
l.** Se queste due serie (6) e {7) sofw ambedue convergenti, la 

serie data (5) è convergente indipendentemente dall'ordine dei suoi 

termini: 

2.** Se una sola delle serie (6) e (7) è divergente, la serie data 

(5) è divergente in qualunque ordire si prendano i suoi termini: 
3.** Se le serie (6) e (7) sono ambedue divergenti, si potrà sempre 
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cambiare l'ordine dei termini nella serie (5) in modo da far sì che 
essa divenga convergente e abbia per somma una quantità qualunque 
data, venga divergefite o venga indeterminata; e ciò potrà anche 
farsi in un numero infinito di modi. 

In particolare si può dunque dire che: data una serie seni" 
pliceìnente convergente o inderminata i cui termini tendono a zero, 
cangiando convenientemente l'ordine dei suoi tennini si potrà 
ridurci ad essere convergente e avere per somma una quantità 
qualunque data, e ridurla ad essere divergente o essere indeter- 
minata; e ciò potrà sempre farsi in un numero infinito di modi. 

E supponendo che le due serie (6) e (7) siano uguali, cioè 
sia 0»=^, si ha in particolare che: se Sa^ è una serie divergente 
a termini positivi, formando una nuova serie I^u» i cui termini 
positivi sciano quelli di £«„ e i cui termini negativi siano ancora 
quelli di questa serie stessa presi negativamente, si potrà in infiniti 
modi ottenere che la serie così formata Zw„ sia divergente o sia 
indeterminata, o sia convergente e abbia per somma una quantità 
qualunque data. 

Qosì p. es. partendo dalla serie divergente Y— si possono 

formare le serie : 

^2 ^3^4 2^5^6 3^ n-1^2»-1^2n n^ 

1+1+1_1+1+1+1_1 + ..._J_+-1_ + -1-. |. 
^2^3 ^4^5 ^6 2^ n-1^3»-2^3»-l ^ 

1- 1 . 1 4. 1 . l_l4.l4-l-^_l4-l4-l-l + ...- 
^~^"I"2"^3"*"4 2^5^6^7^8^9 3^ 

1 , 1 , 1 I .Ì_Lj_ 

n-l"^(n-l)2+l (»-l)*-|-2 ^" "^n* n~^ 

delle quali la prima ha per somma log 2, la seconda ha per somma 
log 3, e la terza è divergente, non ostante che in ciascuna di esse 
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per ogni termine positivo — esista anche il corrispondente nega- 

1 '' 

tivo • 

n 

89. Per dimostrare ora un altro teorema sulle serie che ci 

sarà molto utile in seguito, premettiamo V altro di Abel che dice 

che: Se t7|, Vg, ... Vp sono quantità reali e finite tali che le somme 

t?i, ^1+^2, ^1+^2+^3» ••• 1 ^i'}'^^'}' *"-\-^p siano tìJfUe comprese 
fra due quantità a e k^ essendo a<^k^ e se 6|, s^, Sg,..., sp sono 
quantità positive che non vanno crescendo si avrà: 

Poniamo infatti: 

si avrà V|=S|, v^^s^-s^^ t?3=53-S2 , . . . , Vp^Sp—Sp^^; e perciò sarà: 

e^r^+62l7,+ . . .'+ept?p=(6i-e2)8| + (£2-S3)S2+. . '•\-{^^i-^p)Sp-^-\-^Sp, 

e quindi sarà evidentemente: 

e, a < e^ t?^+ e^ t?^ + . . . + e^ t?p < e, A , 

come abbiamo enunciato sopra. 

Se poi Ze Si , 6^ , . . . 6p fossero tutte positive e non andassero 
decrescendo, allora si troverebbe subito invece: 

ei«+Sp(A— a) > ^x^x+HV<^-\-. . '+^Vp > s,A— ep(A— a) ; 

talché anche in questo caso si ha una proprietà simile a quella 
di Abel. 

Si aggiunge che se Tuna o Taltra delle quantità a , A sarà 
uguale a una o a più delle somme v^ , v^-^v^ , . . . , ^^4-^^+2:3+. . .+*> » 
uno dei segni di disuguaglianza precedenti potrebbe tutt'al più 
convertirsi in una uguaglianza; talché restando nel primo caso 
si può anche dire che: se le quantità e^ , e^ , . . . , 6p sono tutte posi- 
tive e non vanno crescendo, e le somme t7| , v^-\-v^^ ^1+^2+^3» • • • » 
t;^+^2+« • •+Vp '^on sono inferiori cui a, né superiori ad A, si 
avrà : 

^1^1 + h^'i + • • • + Sp^> = s,C , 
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essendo G un valore intermedio fra a e A (a e A incl.) o un valore 
compreso fra la massima e la minima delle somme 

Similmente si Tede che: Se le quantità t7|, v^ ^^vp sono tutte o 
in parte complesse^ e i moduli delle somme 

sono tutti minori (2i A, « {e s^ , e^ . .. 6p sano ancora quantità positive 
che non vanno crescendo, si avrà: 

mod (B^v^-\-B^v^'\-'"-^epVp)<CÌQ^A. 

90. Da questi lemmi risulta immediatamente il teorema sulle 
serie che volevamo dimostrare, cioè che: Se una serie reale o 
complessa Si«» è convergente, e e^, sg, . . . , Sh, . . . sono quantità che 
almeno a partire da un certo valore vi di n sono positive e non 
vanno crescendo, anche la serie Isnt^» sarà convergente. 

Si osservi infatti che se £un è convergente, esisterà un 
numero n'^n' tale che le somme di un numero qualunque di ter- 
mini consecutivi a partire dalPn^ abbiano tutte dei moduli minori 
di una quantità arbitrariamente piccola a; e quindi per il lemma 
precedente le somme corrispondenti della serie I^Un avranno mo- 
duli minori di s^iO, e perciò anche la serie £ e»u» sarà convergente. 

Sulle serie poi si hanno altri teoremi che in molti casi ser- 
vono a decidere della loro convergenza o divergenza; ma, poiché 
sono notissimi, non staremo a richiamarli. 

91. Passiamo ora ad esporre alcune considerazioni e alcuni 
teoremi generali sulle serie i cui termini in un dato intervallo (a, fi) 
sono funzioni reali e finite di una variabile reale x^ o più general- 
mente dipendono da una variabile reale x che può prendere infiniti 
valori in questo intervallo. 

Sia perciò: 

una serie i cui termini neir intervallo dato (a, p) (a e ^ inclus.) 
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sono funzioni reali e finite della variabile x^ o dipendono da una 
variabile Jc che può prendere infiniti valori nello stesso intervallo, 
e questa serie sia convergente per tutti i valori di x che possono 
considerarsi. A causa di questa convergenza, per ogni valore spe- 
ciale di X che può considerarsi fra a e ^ (a e ^ inclus.) e per ogni 
numero positivo e arbitrariamente piccolo 9 esisterà un numero 
intero e finito m dotato della proprietà che pei valori di n non 
inferiori ad m il resto Ri»=Wn+i+ w»+«-|- .•• della serie data in valore 
assoluto sia minore di a; però evidentemente questo numero m 
potrà variare con x e colPavvicinarsi di ^ a certi valori speciali 
potrà anche crescere indefinitamente, senza però essere infinito per 
nessun valore speciale di x; o, in altri termini, questo numero m, 
senza essere mai infinito^ potrà avere per limite superiore l'infinito; 
e allora per ogni numero positivo e arbitrai iamente piccolo o non 
esisterà un numero finito m dotato della proprietà che per n>m 
e per tt4Ui i valori di x che possono considerarsi fra a e p (a e p 
inclus.) si abbia sempre in valore assoluto Rh<C!o. 

In vista di questa circostanza, quando si abbia una serie ^n 
ì cui termini sono funzioni di :r in un dato intervallo (a, p) o anche 
più generalmente sono dati in un gruppo infinito di punti x dello 
stesso intervallo, si dirà che questa serie è convergente in t4gual 
grado in tutto C intervallo (a, P) o almeno per tutti i punti o valori 
X che si possono considerare nello stesso intervallo quando per ogni 
numero positivo e arbitrariamente piccolo a esiste un numero 
finito m dotato della proprietà che per n > m e per tutti i valori 
di X che possono considerarsi fra a e p si ha in valore assoluto 
Rn<C!<3; e si dirà che la serie data £i^n non è convergente in egual 
grado nello stesso intervallo o pei valori di a; fra a e p che pos- 
sono considerarsi quando per ogni numero positivo a non esiste un 
numero finito m che soddisfa alle dette condizioni. 

Si dirà poi che la stessa serie £un è convergente in egual 
grado soltanto in generale nell'intervallo dato (a, p) o pei valori 
di X che possono considerarsi in questo intervallo, quando, senza 
essere effettivamente convergente in ugual grado nel senso indi- 
cato sopra, è tale però che, togliendo dallo stesso intervallo un 
numero finito p di intervalli piccoli quanto si vuole, negli inter- 
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Talli restanti o pei punti x che possono considerarsi in questi 
intervalli essa è convergente in ugual grado. 

E si dirà infine che una serie Su» è coìivergente in ugtml grado 
semplicemente nell'intervallo (a, p), o pei valori di z che possono 
considerarsi in questo intervallo, quando per ogni numero positivo 
e arbitrariamente piccolo o e per ogni numero^w' esiste un numero 
intero m non inferiore a m' e tale che per tutti i valori di x che 
possono considerarsi fra a e p (a e ^ inclus.) il resto R^ corrispon- 
dente a quel numero m sia numericamente minore di o {*); e così 
si può asserire che una serie convergente in egual grado fra a e ^ 
lo sarà sempre anche semplicemente, ma almeno per ora, non si 
può affermare in generale la cosa inversa. 

Però, quando ci si limiti a considerare le serie Ii/^ che sono 
a termini positivi per tutti i valori di x che si considerano fra a e ^ 
e sono convergenti in ugual grado semplicemente per gli stessi 
valori di x, o quelle che avendo dei termini negativi restano con- 
vergenti in ugual grado semplicemente anche quando si riducono 
i loro termini ai respettivi loro valori assoluti, allora si può anche 
dimostrare che le condizioni cui le serie stesse soddisfano portano 
di necessità la loro convergenza in ugual grado (in modo assoluto) 
pei valori che si considerano di a; fra a e p. 

Indicando infatti con Xu'n la serie formata coi valori assoluti 
dei termini di Iwn, e con m uno dei numeri non inferiori a m' che 
nelle ipotesi fatte godono della proprietà che il resto corrispon- 
dente B'„| di questa serie ^Uh per tutti i valori di x che si consi- 
derano fra a e p sia inferiore a a, s' intende subito che i resti 
successivi R'm-hii R'fiH-tf.- della stessa serie (non essendo mai 
superiori a R «) saranno tutti inferiori a o, e perciò evidentemente 
lo stesso accadrà pei valori assoluti dei resti corrispondenti R^, 
Rm+ìì Rm+t .. . della serie data It^n, e questa serie sarà convergente 
in ugual grado. 

92. Per mostrare fin d'ora l'esistenza di serie I^u^ che, sebbene 
convergenti in tutto un intervallo, non sono in esso convergenti 

(*) Per quanto bò non si conoscono por ora serie che in on dato interyallo o per 
dati valori di x siano conTergenti in ni^ual gndo soltanto semplicemente; ma è eerto 
permesso di dubitare che possano esistere anche di tali serie. 
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in ugual grado neppure semplicemente, faremo subito vedere che 
questa circostanza si presenta sempre in ogni serie ItUn i cui ter^ 
mini sono funi&ioni finite e continue di a; in un punto a dello 
stesso intervallo ('*'), mentre in questo punto la somma f{x) della 
serie è una funzione discontinua di x. 

Supponiamo infatti che almeno da una parte del punto a, 
p: es: a destra, f{x) sia discontinua, e indichiamo con m' un valore 
di n tale che per n^m', e per x=a si abbia in valore asso* 
luto Rn<C<3, e poniamo: 

f(a) = S.+R., f{a+S) = S'«+R'«, 

ove m è finito e ^ m\ Evidentemente, siccome m è un numero 
finito, e le funzioni t«^, t^, . . . , Un^ . . sono continue per x=a, per 
quanto grande sia m potremo trovare un numero differente da zero 
e positivo 6 tale che pei valori di 8 positivi e inferiori ad e la 
somma S'm in valore assoluto differisca da Sm meno di una quan- 
tità positiva qualunque arbitrariamente piccola; e poiché, se il 
salto àif{x) nel punto a è maggiore di (2, f{a+S) e f(a) almeno 
per alcuni dei valori di 8 che si considerano devono differire fra 
loro più di (2, Bff» e R'm per quanto grande sia m verranno a 
differire di una quantità d' che sarà maggiore di 2 a se a è suffi- 
cientemente piccolo; quindi, qualunque valore non inferiore a m' 
si prenda per m, esisteranno sempre alcuni di questi valori di 8 
pei quali R'^ sarà numericamente maggiore di a; e perciò eviden- 
temente la serie data iMn nell^intervallo (a, ^) non sarà convergente 
in egual grado neppure semplicemente, e potrà tutt^ al più essere 
convergente in egual grado soltanto in generale nello stesso inter- 
vallo quando i suoi termini U|, u^, . . . , u«, . . . siano funzioni continue 
e la sua somma f(x) sia generalmente continua nell^ intervallo. 

93. Passiamo ora a dimostrare i seguenti teoremi generali. 
Teorema I. Se i termini u^, Uj,..., t^nv- delia serie ^Un sono funzioni 
di X sempre finite fra a e^{(xe^ incl.)^ e se la serie Sw'n formata 
coi limiti superiori dei valori assoluti degli stessi termini o con 

• 

f ) Notiamo una Tolta per tutte, a scaiiBo dì equÌTOCi\ che quando si dice che 
una serie infinita di quantità «j , «4, . . . , ««, . . hanno date proprietà, s* intende dire 
che queste proprietà sono Terificate possono Terifloarsi fino a valori di n grandi 
quanto si tuoIc. 
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numeri maggiori di questi limiti è convergente, la serie data Im^ 
per tutti i valori di x fra a e p (a e p incL) sarà convergente e sarà 
quindi una funzione di x ; e inoltre sarà convergente indipenden^ 
tegnente dall'ordine dei suoi termini e convergente in ugticU grado. 
Indichiamo infatti con p^, p^, . . ., pn, • • i valori assoluti di 
U|, Uj, . . . ,Un, . . per un valore speciale qualunque di x fra a e ^ 
(a e p incl.). La serie Spn, avendo i suoi termini eguali o inferiori 
a quelli della serie £Vn, sarà convergente, quindi pel valore spe- 
ciale di X che si considera, e così anche per tutti gli altri, la serie 
^Un sarà convergente indipendentemente dalVordine dei termini, 
e essendo convergente rappresenterà una funzione di x in tutto 
rintervallo. Inoltre, poiché si ha PfH-i+Pti+i+ • • •;^w'n+i+w'»+t+ . . . , 
indicando con m un numero tale che per w 5> m si abbia 
Uf^^ + wV« + • • • <J^j si vede subito che questo numero m gode 
anche della proprietà che per n'^m il resto Rn della serie ^Un 

per tutti i valori di a; fra a e p (a e ^ inclus.) in valore assoluto 
è sempre minore di o; quindi la serie I u» nelP intervallo (a, ^) 

sarà anche convergente in egual grado, e il teorema è completa- 
mente dimostrato. 

È da notare che se i termini Un della serie lun invece dì 
essere funzioni di a: fra a e p sono dati soltanto per alcuni valori 
di X corrispondenti a un gruppo di punti di prima o di seconda 
specie fra a e p, il teorema dimostrato continua ancora a sussistere 
colla sola differenza che la somma TJ(^> della serie liUn non sarà più 
una vera e propria funzione di ^ fra a e p ma sarà una quantità 
che avrà un significato soltanto pei valori di x pei quali sono dati 
i termini stessi Un. 

94. Teorema IL Se i termini u^, t^, ...,«<•»)- • di una serie I^Un 
sono funzioni di oc in un intervallo (a, a+®) posto a destra di un 
punto a eia cui ampiezza è differente da zero ma arbitrariamente 
piccola, anche son dati soltanto in un gruppo infinito di punti x 
dello stesso intervallo pei quali a è semplicemente un punto-limite, 
e se i loro limiti u'n per a?=a-f-0 sono determinati e finiti, e la 
serie £un ndP intervallo stesso o pei valori di x che si possono 
considerare è convergente in ugual grado, allora la somma U<*> 
di questa serie avrà essa pure un limite determinato e finito per 
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(r=a-|-0, e questo limite sarà la somma della serie dei limiti £u'n 
(la quale per consegaenza si ridurrà a un polinomio o sarà con- 
vergente). 

Siano infatti x^ e x^ due qualunque dei valori di x che si 
possono considerare fra a e a-f-e {a esci.); si avrà: 



m 



indicando in generale con i^n^') e Rm^'^ i valori di Un e Rm pel 
valore x della variabile; e per le ipotesi ammesse si potrà sempre 
scegliere m in modo che per tvUi i valori di x che si possono 
considerare fra a e a-f-^ e quindi anche pei valori x^ e x^^ i resti 
^J^*^ siano numericamente minori di un numero arbitrariamente 
piccolo 0. 

Ma poiché il numero tu, dopo di essere stato scelto in tal 
modo, può riguardarsi come un numero fisso, si potrà evidente- 
mente trovare (§. 22) un numero s^ < e tale che per tutti i valori 
òì x^ e x^ compresi fra a e a-j-Si (a esci.) la somma 

2|wn^*i) — Wn^*«^j sia essa pure numericamente minore di a; quindi 

evidentemente si avrà in valore assoluto U^*«^ — U^*«)<C]3a, e perciò 
la somma U^'^ della serie data avrà un limite determinato e finito 
per a;=a+0 (§. 22). 

Ora, chiamando U questo limite, si potrà evidentemente 
prendere un numero e^ < s talmente piccolo che per tutti i valori 
di X che si possono considerare fra a e a-j-Sg (a esci.) la diffe- 
renza U^*^ — U sia numericamente minore di a; quindi, poiché si ha: 



U(-)-2t*'n= 2 (w(-)-w'n) + Rm^*^ 



si vede subito che sarà: 

IIÉ flft 

I 1 

con compreso fra — 1 e -f" 1 ? ^ ora osservando anche che a 
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causa della convergenza in ugual grado dì I,tin fra a e a-f-s^ a 
partire da un certo valore m' di m i resti RJ'^ sono sempre nume- 
ricamente minori di s, e per quanto grande si prenda m si può 

m 

sempre prendere poi Sj così piccolo che la somma ^ C^»^*^ — ** n) 

i 

sia anch^ essa numericamente minore di a, si conclude che a par- 
tire da un certo valore di m si avrà sempre in valore assoluto 



m 



U — ^w'n^S^'i e perciò la serie Sw'» sarà un polinomio o sarà 
1 

convergente e avrà per somma U, e questo completa la dimostra- 
zione del teorema. 

Notiamo che quando per solo dato si avesse che fra a e a-\-s 
la serie Iw» è convergente in ugual grado soltanto semplicemente, 
colla prima parte della dimostrazione precedente si troverebbe 
ancora che la somma W^ di questa serie ha un limite determinato 
e finito per a?=a-hO; ma, resterebbe incerto se questo limite fosse 
o nò la somma della serie dei limiti ^Un* Però quando si sapesse 
anche che la serie limite ^u'n si riduce a un polinomio o è con- 
vergente, allora si potrebbe ancora affermare che il limite di ^n ò 
la somma della serie ^u'n^ perche in tal caso indicando con R'm il 
resto di questa serie £u'n) si avrebbe la fonnola: 



1 



e scegliendo m in modo che sia maggiore di quel numero m' dopo 
il quale R',« è zero o è numericamente minore di o, e sia tale che 
si abbia sempre Rm^*^<C<'i e prendendo poi e suiBBcientemente pic- 
colo, si troverebbe ancora che limU^*)=Sw'n. 

95. Teorema III. Se i termini di una serie Sw» soim funzioni 
di X in un dato intervallo (a, p), o dipendono da una variabile e 
che può prendere un numero infinito di valori dei quali a è un 
pmvto-limite, e se i limiti u'n degli stessi termini Unper x=a a destra 
a sinistra, p: es: a destra, sono determinati e finiti, affinchè il 
limite della somma U^*) della serie Sw» per x=a-{-0 sia determi- 
nato e finito e sia la somma della serie dei limiti YMn^ è necessaria e 
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sufficiente: 1.** che qu^ta serie limite Sm'h sia convergente: 2.* che 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o e per ogni 
numero intero m' comunque grande si possano trovare due numeri 
temdei quali il primo]sia differente da zero e positivo e il secondo 
sia intero e maggiore di m' e tali che per tutti i valori di x che si 
possono considerare fra a e a-H {a esci.) U resto R J*> della serie 
Imh sia numericamente minore di a. 

Supponiamo infatti che la serie dei limiti Su n sia conver- 
gente, e osserviamo che si ha: 

fu 

(8) U(-)-2:w'H=2(Wn<'>-w'n) + nj')-K^, 

1 

essendo R'^ il resto della serie dei limiti ^u\. In questa formula 
m potrà supporsi maggiore del numero m' a partire dal quale, a 
causa della convergenza di St^'m si ha in valore assoluto R'in<la; 
quindi, osservando che quando è soddisfatta anche la seconda delle 
condizioni poste sopra si possono sempre trovare due numeri m 
ed e pei quali R^^'^ per ttdti i valori di x che possono considerarsi 
fra a e a-\-Q {a esci.) sia anch^esso numericamente inferiore a o, e 
poi, dopo di aver fissato così il valore di m, prendendo un numero 
ei<£ si potrà anche fare in modo che quando x è compreso fra a 

m 

e a+e^ si abbia sempre in valore assoluto ^(utfi^^ — w'^Xo, si 

1 

conclude subito che per questi valori di x si avrà sempre in valore 
assoluto U^*^ — 2w'n<[3o, e perciò sarà limTJ^*^=Sw'H. 

Viceversa se lim U(*)=2w'», la serie 2w'» sarà convergente e 
ai potrà trovare un numero m' dopo il quale sia sempre in valore 

assoluto R'„<[q? preso poi un numero w>f»', si potrà anche 

trovare un numero corrispondente e^ tale che per tutti i valori di x 
che possono considerarsi fra a e a-f-S| si abbia sempre in valore 

assoluto: W*^— Sw'n<CQi e y.(un^^^ — w'nXo? ® allora per gli 

O T^ O 

stessi valori di or, a causa della formola (8), si avrà anche evidai- 
temente 'RJ''^<Ca^ talché il teorema può dirsi ora completamente 
dimostrato. 
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96. L^ ultima parte della dimostrazione precedente mostra an- 
che che se lim17('>=Sti'n) per ogni numero m superiore a un certo 
numero m' esisterà un numero e^ tale che per tutti i valori di x 
che possono considerarsi fra a e a-^e^ (a esci.) si abbia in valore 
assoluto R,„<*^<Io. 

Viceversa, se questo accade ripetendo i ragionamenti fatti 
per dimostrare il teorema del §. 94 si trova che lim U^')=£tt',»; 
quindi si può evidentemente enunciare anche il seguente: 

Teorema lY. Se i termini di una serie £uh sono funzioni di x 
in un dato intervallo (a, p), o dipendono da una variabile x che può 
prendere un numero infinito di valori dei quali a è un punta 
limite, e se i limiti degli stessi termini per jr=a-^0 sono detenni" 
nati e finiti, affinchè il limite della somma U^'> della serie loin per 
x=a-f-0 sia determinato e finito e sia la somma della serie dei 
limiti Su'», è necessario e sufficiente che per ogni numero arbitra- 
riamente piccolo e positivo o, e per ogni valore di m superiore a un 
dato numero abbastanza grande m' esista un numero 6 (variabile o 
nò con m) tale che per tutti i valori di x che possono considerarsi 
fra a e o-f-s (e» esci.) U resto Rj^^'^ della serie £un sia numerica- 
mente minare di a. 

Notiamo esplicitamente, a scanso di equivoci, che la condi- 
zione contenuta in questo teorema è condizione necessaria per 
l'esistenza del limite della somma TJ^'^ della serie YiU^ quando 
(come nel teorema) si richiede anche che questo limite sia la somma 
della serie dei limiti Xu'nf ma cessa però di esser tale quando, 
senza occuparsi della serie Iu'mt ^^ richiede semplicemente che la 
somma TT^') abbia un limite determinato e finito, giacché eviden- 
temente, a causa della eguaglianza: 

ut 

1 

resistenza del limite di U^'^ porta soltanto che pei valori di x fra 
a e a-|-e, quando e è sufiBcientemente piccolo, si abbia in valore 
assoluto RJ*i)— RJV<o. 

97. Teorema V. Se in un intomo comunque piccolo ma diffe- 
rente da zero (a-e^, a-f-e^^) di un punto a i termini u^, t^,..., Unv- 
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di una serie £t<n s<mo funzioni finite di .r che nel punto a sono 
anche continue, e questa serie nello stesso intomo è convergente in 
ugual grado almeno semplicemente, la somma deUa serie Xun sarà 
UÌU3L funzione di x finita e continua per x=a. 

Questo teorema risxdta immediatamente dalla osservazione 
fatta in fine del §. 94, e risulta anche da quanto si disse nel §. 92 
giacché se f(x) potesse esser discontinua per x=a, per quanto 
allora si disse, la serie Sm» neir intervallo (a — e^, a+Sj) non 
sarebbe convergente in ugual grado neppur semplicemente. 

Osserviamo poi che per quanto si dimostrò nel §. 94, nel 
teorema ora enunciato si può fare a meno di porre a priori la 
condizione della convergenza della serie Xu» per x=a^ purché però 
si sappia che in tutti gli altri punti dell'intorno (a— e^, a+Sj) 
la serie stessa £un é convergente in ugual grado in modo assoluto. 

98. Dal teorema dimostrato risulta poi, come caso particolare 
il seguente: 

Teorema VI. Se i termini di una serie Swn «owo funzioni di x 
finite e continue in tutto un intervallo (a, P) nd quale la serie stessa 
è convergente in ugual grado almeno semplicemente, anche la sua 
somma f{x) sarà una funzione di x finita e continua in questo 
intervallo; e ora per questo teorema si può anche affermare che: 
Se una serie ^Un è convergente in ugual grado almeno semplice^ 
ìnente in tutto un intervallo (a, p), la sua sotnma f(x) in questo 
intervallo non potrà essere discontinua altro che in quei punti nei 
quali una o più delle funzioni t^^, ti^,..., Mm-. siano discontinue. 

99. Limitandosi poi al caso delle serie Ymm i cui termini, oltre 
essere funzioni finite e continua delle x in tutto V intervallo (a, ^i, 
sono sempre positivi, almeno a partire da un certo valore finito 
di n, si può dimostrare anche la proposizione reciproca di quella 
ora enunciata, facendo cioè vedere che quando la loro somma è 
una funzione finita e continua della x queste serie sono convergenti 
in ugtial grado in tutto V intervallo (a, P). 

Si osservi infatti che se lun é una serie per la quale sono 
soddisfatte le condizioni ora indicate, per ogni valore speciale di x 
fra a e p esisteranno infiniti numeri m maggiori di un dato nu- 
mero m' e tali che i resti corrispondenti R»^*^ della serie data pel 
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valore x che si considera e per n^m siano sempre numericamente 
inferiori a a. 

Fra questi infiniti numeri m potremo prendere il minimo che 
indicheremo con m^.d^ e allora, lasciando invariato il a, questo 
numero m^.a acquisterà un significato determinato per ogni valore 

di 0?, e la quantità potrà riguardarsi come una funzione finita 

e determinata di x per tutti i valori di a; fra a e p. 

Da ciò segue (§§. 15 e 36) che esisterà un limite inferiore |i 

pei valori di nell'intervallo stesso (a, 3), e esisterà pure fra 

a e p almeno un punto determinato x' dotato della proprietà che 
pei punti di ogni intomo di x' anche arbitrariamente piccolo il 

limite inferiore di sia ancora |i . 

Ora, siccome nel punto x' la serie Sm» è convergente, si potrà 
trovare per essa un numero finito w^>w»' tale che per n^m^ si 

abbia sempre Rn(z')<^^ ; quindi poiché si ha : 

1 

osservando che, per la continuità di f{x) e dei termini Un(x)^ esiste 
un intervallo {x — e^, x'-{-b^) nel quale si ha: 

f^x'+S)-f{x') <| , 2 [«»(-^'+8)-««(^')ì<| ' 

si conclude che in questo intervallo si avrà Rm^C^j'+SXa; e ora 
avendo riguardo anche alla condizione posta che i termini di Y^n 
siano tutti positivi a partire da un certo valore di fC>in\ si vede 
di qui che sarà: B.n(x)<j5 per tutti i valori di n non inferiori 
a W| e per tutti i punti x fra x' — e^ e x'-]-q^. 

Ne segue che |i non sarà inferiore a — i e perciò mx.tr non 

sarà mai superiore a m^, e questo evidentemente ci mostra appunto 
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che sotto le ipotesi fatte la serie Itin è convergente in ugual grado 
fra a e p e la nostra proposizione è dimostrata . 

Come conseguenza poi del teorema ora dimostrato faremo 
notare che evidentemente esso può anche generalizzarsi col dire 
che: Se £u« è una serie reale o complessa i cui termini sono fun- 
zioni finite e continue della x in tutto l'intervallo (a, ^) (gli estr. 
inclus.), e óltre esser convergente indipendentemente dall'ordine dei 
termini è tale aUresi che la somma della serie dei moduli corri- 
spondente iMn è una funzione finita e continua della x in tutto 
V intervallo, la serie stessa Imh sarà convergente in u^gual grado 
nell'intervallo dato (a, p). 

100. Passando ora a occuparci della derivazione per serie, inco- 
mincieremo dalFosservare che i teoremi dei §§. 94^ 95 e 96 danno 
subito luogo respetti vamente ai seguenti: 

Teorema VII. Se in un intomo comunque piccolo ma diffe- 
rente da zero {a — s^, a-|-%) di un punto a i termini t«|, u^,..., Unv- 
di una serie convergente Sten sono funzioni di x che per x=a 
ammettono anche una derivata determinata e finita u h? allora, tutte 
le volte che pei punti a-(-8 che cadono nello stesso intomo (a esci.) 

la serie^^— — ^ — ^^| è convergente in ugual grado, la som- 
ma f{x) della serie Swh per x=a avrà anch'essa una derivata 
determinata e finita che sarà la somma della serie Sw'» delle deri- 
vate dei suoi termini. 

101. Teorema Vili. Quando sono soddisfatte le condizioni 
precedenti intomo ai termini w^, Wj,.--» Wm... della serie Idin f^ 
l'intorno (a-e^, ar\-^ dd punto a, affinchè la somma f{x) di questa 
serie Sun p^r x=a abbia una derivata determinata e finita e questa 
sia la somma della serie Si*'» delle derivate di W|, Wg,..., w^v-i è 
necessario e sufficiente: L'oche questa serie Iu'm delle derivate di u«t 
sia convergente: 2.* che per ogni numero positivo e arbitrariamente 
piccolo o e per ogni numero intero comunque grande mi si pos- 
sano trovare due numeri s ed m dei quali il primo sia differente 
da zero è positivo e il secondo sia intero e maggiore di m' e tali 

che la quantità i" '^^^^ per tutti i valori di 8 numeri- 
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cainente inferiori ad b e pei quaU il punto a-f-8 cade neUTinter^ 
vallo (a — e^, a+eg) ^ numericamente inferiore a o, essendo qui 
in generale indicato con Bm(^) ì^ resto della serie Im^ pel valore x 
della variabile. 

102. Teorema IX. Sempre sotto le ipotesi precedenti, si può 
anche dire che affinchè la somma f (a?) della serie Sw» p^ x=a 
abbia una derivata determinata e finita e questa sia la somma della 
serie Ym'^^ delle derivate di u^^u^^...^Un^.,, è necessario e sufficiente 
che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o, e per ogni 
numero m superiore ad un numero intero abbastanza grande m\ 
si possa trovare tm numero positivo s (variabile o nò con m) tale 

che la quantità -^^ — —^ ^^ per tutti i valori di 8 numericor 

mente inferiori a q e pei quali U punto a-fS cade ndV intervallo 
(a-S|, a+Sg) sia numericamente inferiore a o. 

103. Oltre a questi teoremi poi è facile dimostrare anche il 
seguente: 

Teorema X. Affinchè la somma f{x) di una serie ItUn i cui 
termini soddisfano ancora alle condizioni precedenti, aòbia una 
deriveda determinata e finita per x=^a^ e questa sia la somma della 
serie Sw'h delle derivate di u^yU^^,., Un^,,,.^ è necessario e suffi- 
ciente: 1.^ che questa serie Sw'» delle derivate sia convergente: 2/* che 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o si possa tro- 
vare un numero differente da zero e positivo e tale che per ogni 
valore speciale di 8 numericamente inferiore ad & e pel quale il 
punto a+8 cade neW intervallo {a — s^, a+^) esista un numero 
finito m (variabile con 8) non inferiore a un numero dato m' e pel 

j 7 , ,.,A V { Un{a+8)-U n{a) . ) Rm(a+8) ^m(a) 
quale le tre quantità: 2^ l — ^ — '—^ -^ — u „i, — ^ , — ~^ 

siano tutte numericamente inferiori a a. 

Osserviamo infatti che se queste condizioni sono soddisfatte, 
siccome la serie ^u'n è convergente, esisterà un numero finito m' 
tale che il resto B'» di questa serie per n > m' sia numericamente 
minore di o; e quindi, poiché si può sempre porre: 



8 
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a i-«*H=^ j g wnj+ 

+ 8 8 ^"" 

supponendo che n» sia un numero maggiore di m che pel yalore 
di i che si considera soddisfa alle condizioni dette sopra, si vedrà 

subito che in yalore assoluto si ha — -z — -^ — ^u'n<^A:(i 



per tutti i Talori di 8 inferiori ad s che possono considerarsi; e 
questo mostra intanto che, se le dette condizioni sono soddisfatte 

Viceversa se f(x) per x=a ha una derivata jGinita e determi- 
nata che è la somma della serie £u'«, questa serie sarà conver- 
gente; e oltre ad esistere un numero nt tale che per w !> w' si 

abbia in valore assoluto Rm<Cj-i ^ìs^^^i^ anche un numero 8 

4 

di£Ferente da zero e positivo tale che per tutti i valori di 8 nume- 
ricamente inferiori ad e che possono considerarsi la differenza 

^ — -^ — Stt'« sia essa pure numericamente inferiore a j • 

Osservando poi che, a causa della convergenza di £un per tutti i 

valori di 0? fra a-s e o+e che cadono nell' intervallo (a-S|, o+Sj)» 

per ognuno dei valori di 8 che si considerano esiste evidentemente 

un numero corrispondente m ^ m' pel quale le due quantità 

R,„(a-f-8) Rm(a) 1. , . . j. o . 1 "I i_ 

— ^^ — - » — ^ sono ambedue nunon di j, si conclude che per 

questi valori di 8 e di m si ha anche numericamente 

completamente dimostrato. 

104. Osserveremo inoltre che se i termini u^, u^, . . . , Un? • • 
godono anche della proprietà di ammettere una derivata jGinita e de- 
terminata in tutto un intomo sufficientemente piccolo (a-Si, a+^s) 
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m 

del punto a, lo stesso accade per tutte le somme \un{^) qualun-* 

qae sia m porche jGinito, e quindi indicando con Un{x) la derìrata 
di Un (^)t per tutti i valori di S pei quali il punto a-f-S cade in 
questo intomo si ha (§. 72, 5""): 

ovvero : 

ove è un numero positivo compreso fra e 1 che è lo stesso per 
tutti i termini della nostra somma ma che dipende da m e da S; e 
così in questo caso la seconda delle condizioni del teorema prece- 
dente si può ridurre allora ad una condizione del tutto simile per 

le tre quantità J { w'n(a+-98) - u'n{a) j, ^HH^^, h^ . 

105. Fondandosi poi sul teorema che precede si può ora dimo- 
strare anche il seguente: 

Teorema XI. Se in agni intomo sufficientemente piccolo 
(a — e^, o,-\'^ di un punto a una serie YMn è convergente e i suoi 
termini ammettono ciascuno una derivata finita e determinata, e 
se nello stesso intomo la serie ^u'n(x) di queste derivate è conver- 
gente in ugual grado, allora anche la somma f{x) delle serie £tt« 
nd punto a avrà una derivata finita e determinata che sarà la 
somma della serie corrispondente delle derivate £u'n(a). 

Si osservi infatti che in questo caso la prima delle condizioni 
del teorema del §. 103 è soddisfatta, e s' indichi con m' un numero 
tale che per m ^ m' e per tutti i valori di a? fra a — e^ e a+Sj il 

resto B'h(^) della serie £t«'n(^) sia numericamente minore di ^• 

Per nC>m' si avrà in valore Assoluto Y u'n(x)<^-^^ quindi, 
osservando che si ha evidentemente: 
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I j M.+8)-M») _^.,„, j ^1 j»42±^^^) _ „,^(„, j ^ 



+ 2l«'.(«+«8)-»'.(«)|, 



m'+i 



ove è un numero compreso fra e 1 che dipende da m e da 8 e 
che è lo stesso in tutti i termini della somma ^, si vede intanto 
che per tutti i valori di § da — e^ a s^ 6 per tutti i valori di m 

m 

superiori a w' l'ultima sonuna 2j^'»*(^+8S) — ^'«(a)] è numeri- 



li» -fi 



camente minore di -^ . D' altra parte per essere m' finito esiste 

sempre un numero e tale che per tutti i valori di 8 numerica- 
mente inferiori a e si ha in valore assoluto 

vWa+S)— Wn(a) //O^o . j. . ... . «, 

2A — ^ — ■ — ^ ^^ w »W5 <Co 1 quindi SI può mtanto affermare 

che la somma ^ J — ^ — = — ^ ^-^ — w n(«)l per ogm valore d% m 

non inferiore a m e per gli stessi valori di e e di 8 è numerica- 
mente minore di a. 

Si aggiunga ora che a causa della convergenza di liUn in 
tutto l'intervallo (a — s^, a+Sj), per ognuno degli stessi valori di 8 
esiste un corrispondente valore di w» > w' pel quale le due quan- 
tità "* ^ — -j 'v sono anch'esse numericamente inferiori a o; 



si concluderà con ciò evidentemente che anche la seconda delle 
condizioni del teorema X è soddisfatta, e questo dimostra com- 
pletamente il teorema enunciato. 

106. Terminerò facendo osservare che quando la somma f(x) 
della serie Swh per x=a ha una derivata finita e determinata f'{x) 
e la serie ItU*n{a) è convergente ma non ha per somma /"(a), 
evidentemente la seconda delle condizioni del teorema Vili e del 
teorema X non saranno soddisfatte. Similmente quando la deri- 
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yata di f{x) per x-a è infinita o indeterminata, una almeno delle 
condizioni degli stessi teoremi non potrà essere soddisfatta; e 
poiché resta per lo meno il dubbio che in questo caso possa ancora 
essere soddisfatta la prima e non esserlo la seconda, ben s^ intende 
che il teorema di Duhamel che il Bertrand riporta alla pag. 271 
del suo Calcolo differenziale potrebbe anche non esser vero in 
generale. E del resto anche la dimostrazione stessa che ne dà il 
Bertrand lascia in dubbio sulla sua esattezza in generale. 

Similmente non possono per lo meno considerarsi come dimo- 
strati in generale i teoremi sulla derivazione delle serie generali 
che ordinariamente si danno nei trattati di Calcolo differenziale e 
integrale. (V. p: es: Serret. Cale. diff. et int, voi. II, pag. 100). 

Principio della condensazione delle singolarità. 

107. 1 teoremi sulle serie che ora abbiamo dati conducono alla 
dimostrazione rigorosa di un principio che Hankel denominò prin- 
cipio della condensazione delle singolarità, perchè con esso par- 
tendo da una funzione che presenta delle singolarità relative alla 
continuità, o alla derivata o ai massimi e minimi in un punto 
soltanto di un dato intervallo si giunge a costruire le espressioni 
analitiche di infinite funzioni che presentano le stesse singolarità 
in un numero infinito di punti di qualunque porzione dell'inter- 
vallo nel quale si considerano. 

Sia y (y) una funzione che in tutto l'intervallo fra — lei 
(gli estr. incl.) tranne tutt'al più nel punto J/=0 è continua e 
sempre numericamente inferiore a un dato numero finito, e per 
y=0 è zero. 

La funzione f (senn:nc) pei valori di x che non sono della 

forma — ove m è intero sarà finita e continua, e pei valori di x 

di questa forma sarà zero ; quindi la serie 

S;y(8enna:ic) 
^ n* ' 

ove 8 è superiore ad uno, sarà convergente in ugual grado in un 
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intervallo qualunque (§. 93) e la sua somma sarà una funzione 
f{x) di X sempre finita che per tutti i ralori di x che non sono 

della forma — otc m è intero, cioè pei valori irrazionali di ar, è 
n 

anche continua (§.97); e se ^{y) è continua anche per y=0, 
allora f{x) sarà continua anche pei valori razionali di x. 

108. Ora per vedere che cosa accada in f{x) pei valori razio- 
nali di X quando ?(y) è discontinua per y=0, osserviamo che, 

essendo 7(0)=0, se — è un valore razionale di a?, e v e (t sono 
numeri interi primi fra loro si ha : 



/v\ « 9(senn~ic) 



ove la somma è estesa a tutti i valori di n che non sono multipli 
di |ì; e quindi sarà: 

/v \ /v\ OD ^Fsenni -+8 )«] — cpf senn-ic ) 

, 1 V ^(±senn|t8ic) 

+ :^^ :ì^ ' 

ove la seconda somma del secondo membro è estesa a tutti i 
valori dindalaoo,ein 9(±senn|i87c) deve prendersi il segno + 
o il segno — secondochè nv è pari o dispari; e poiché la serie 

2 ^ — t — è una funzione di a? che per a?= - è continua (§. 97), 

dentemente la prima serie del secondo membro avrà per limite 
zero per 8=0, e quindi basterà ora occuparsi della seconda. 

109. Distinguiamo perciò il caso in cui le discontinuità che 
^(y) ha per y=0 da una o da tutte e due le parti di questo punto 
sono discontinuità ordinarie, e il caso in cui queste discontinuità 
almeno da una parte sono di quelle che si dissero di seconda specie. 
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Vii, ^7 ^v-J {>■' ii^+iy^ v-' Y(2«)' 



^f(r-3 



ore in y (±0) e f (TO) devono prendersi i segni superiori o gl'in- 
feriori secondochè v è pari o dispari; quindi per v pari e ^ 2v' si 
avrà: 

<7+»)-<")-^|è. 

e per v dispari e = 2v'+l si avrà invece: 

V2v'+1 \ _ /2v'+l\ ?(z±)^_J_ _L±H)^ J_ . 
'^W "^V ^W y t^' ^(2n+iy^ V.' f(2n)' 

'^v p. 7 ' w y~ it* t(2«+i)'"^ 1^* t'(2«)' 

e poiché, delle quantità ^(+0) e y( — 0), che rappresentano evi- 
dentemente i salti della funzione 9 (y) a destra e a sinistra del 
punto j/==0, la prima o la seconda o tutte e due sono respettiva- 
mente differenti da zero o uguali a zero secondochè in ^(y) a 
destra o a sinistra del punto y=0 o dalle due parti si ha discon- 

V 

tinnita o continuità, si conclude che nei punti razionali — pei 

quali il numeratore v è pari f{x) avrà sempre una discontinuità 
ordinaria che sarà da ambedue le parti del punto da una sola 
(destra sinistra) secondochè la discontinuità che si ha in 9 (y) 
per j/=0 è da tutte e due le parti di questo punto o da una sola 
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(destra pure o sinistra) ; e nei punti razionali — pei quali il nume- 

ratore è dispari, tanto che (p (jf) sia discontinua per y=0 da una 
parte soltanto quanto che lo sia da tutte e due, la funzione f(x) 
avrà sempre una discontinuità ordinaria da tutte e due le parti 
del punto, a meno che non sia soddisfatta una delle due ugua- 
glianze: 

nel qual caso, non potendo evidentemente queste due eguaglianze 
essere soddisfatte insieme perchè per s]>l si ha: 

la discontinuità che si avrà in f{x) sarà soltanto da una parte del 
punto. Quest^ ultimo caso però non può presentarsi che quando la 
discontinuità che si ha in ^{y) per y=0 sia dalle due parti del 
punto stesso y=0. 

E se la discontinuità che si avrà in f(y) per y=0 sarà di 
quelle che possono togliersi mutando il valore della funzione in 
quel punto (cioè se y (+0) = y ( — 0)), altrettanto accadrà delle 

... V 

discontinuità che si avranno in f(x) nei vari punti razionali —, e 

ì salti che essa farà in questi punti saranno uguali a ^^"^ S~<» 

e si può notare che tali discontinuità in f(x) non potranno pre- 
sentarsi che in questo caso. 

Inoltre osserveremo che quando sia y (+0) = — f ( — 0), e 

in questo caso soltanto, il valore fL — ] di f{x) ^'^^ punti razio- 
nali - è sempre il valore medio fra i due fi — 1-0 ] ^ fi ], 
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e allora il salto dalle due parti del punto per v pari è ^^ ]S~>y 
e per v dispari è f 1 — ^^ ) t 2;r>> ® osserveremo infine che 

V 

in ogni caso i salti che la funzione ^(2;) fa nei punti razionali — 

non dipendono che dal valore del denominatore (i e dalPesser pari 
o dispari il numeratore v, e col crescere di p. vanno impiccolendo 
oltre ogni limite; talché la stessa funzione /"(x) in ogni caso è una 
di quelle funzioni punteggiate discontinue che in ogni intervallo 
finito hanno soltanto un numero finito di punti nei quali fanno 
salti maggiori di una quantità qualunque arbitrariamente piccola 
data. 

Ilo. Ci resta ora da ^considerare il caso in cui fp{y) almeno 
da una parte del punto y=0 ha una discontinuità di seconda 
specie^ e per questo procederemo come segue. 

Supponiamo subito, per semplicità, s>2, e osserviamo che 

se in una serie 2~» 1^ A» non possono superare in valore asso- 
luto una quantità finita jr, per n>l si ha in valore assoluto: 







• (n+ir' 


'àin^^ 


(n+ir»;» 


n(n— 1) 


ovvero : 
















R»< 


9 


=.<5^.' 






n(n-\-iy 




e perciò 


si può 


porre: 








(2) 




1 


hg 


h'g 




«(«+!)•" 





essendo h eh' quantità comprese fra — lei. 
Per questo si potrà sempre scrivere: 

aep(±senntt8it) r. ^^ ^ n . % 

2- ;ir^^= ? [(-l)vsen|i.Sic] +2^, , 
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essendo g il lìmite superiore dei valori di 9 (y) fra — 1 e 1 ; e di 
qui risulta subito intanto che se ffiy) per y=0 avrà una discon* 
tinnita di seconda specie dalle due parti dello stesso punto, e se 9 

sarà così grande che la quantità -^^ sia inferiore alla metà delle 

oscillazioni che 7 (y) fa in ricinanza del punto y=0 e dalle due 
parti di questo punto (§. 32), la funzione f{x) in tutti i punti razio- 
nali e dalle due parti di questi punti avrà discontinuità di seconda 
specie; e se 7 {y) avrà una discontinmtà di seconda specie soltanto 
da una parte del punto y=0^ e dall^ altra parte di questo punto sarà 
continua o avrà soltanto una discontinuità ordinaria, allora nei 

V 

punti razionali - pei quali v è pari a destra e a sinistra avverrà 

V* 

sempre per f{x) quel che avviene per^ (y) a destra o a sinistra 

y 

del punto y=0. Nei punti razionali poi - pei quali v è dìspari 
osservando che si ha: 

V (p(±erenn|i 8ff)^^ y [— 8en(2n+l)p.8 ff] 1 ^ y (8en2n|i^r) 



^y [— sen(2n+l)|i87c] . . r hg 



^ y(sen2fTi87r) Kg 



si vedrà subito che per 8 abbastanza grande in f{x) si avrà sem- 

pre discontinuità di seconda specie dalle due parti del punto — ; 

quindi si può ora affermare che anche nel caso in cui le discon- 
tinuità di (p (y) almeno da una parte nel punto y=0 siano discon- 
tinuità di seconda specie, per valori abbastanza grandi di 8 f{x) 

sarà discontinua in tutti i punti razionali —, e per quelli fra questi 
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punti pei quali v è dispari la discontinuità sarà sempre di seconda 
specie dalle due parti, mentre per quelli pei quali v è pari la 
discontinuità di f{x) avrà le stesse particolarità che ha quella 
di y (a?) per y^=0. 

E osservando inoltre che il secondo termine della formula (1) 
ha il divisore [t', si potrà dire che anche nel caso attuale f{x) 
sarà una di quelle funzioni punteggiate discontinue che in ogni 
intervallo finito hanno soltanto un numero finito di punti nei 
quali fanno salti maggiori di una quantità qualunque arbitraria- 
mente piccola data. 

111. Supponiamo ora che la funzione f {y) sia sempre continua 

fra — lei, e in tutti i punti di questo intervallo, escluso tutt^al 

più il punto y=0, abbia anche una derivata determinata e sempre 

numericamente inferiore a una quantità finita g^ e supponiamo 

inoltre 8^2, Allora la funzione f{x) sarà sempre finita e continua, 

e se anche nel punto y=0 tfijf) avrà una derivata determinata, 

questa derivata sarà necessariamente finita (§. 77. l."*) enon supe- 

,,..,.. . . j n -VI? (sennitTc) 
nore a ^, e le derivate dei termmi della sene 2J'^ — ì saranno 

finite e determinate per qualunque valore di a? e di n, e forme* 

S?'(sen«a»r) 
ranno una sene sempre convergente ic^ *^ ^_^ — - costane. 

Inoltre questa serie lì^ jzi — cosniwc sarà convergente 

in ugual grado per tutti i valori di x (§. 93) perchè i suoi termini 
sono numericamente inferiori ai termini corrispondenti della serie 

convergente ^c^-^; quindi si può asserire (§. 105) che in questo 

1 ** 

caso in cui tf{y) ha una derivata determinata e finita anche nel 
punto 1^=0 la nostra funzione f{x) ha una derivata finita e deter- 
minata per tutti i valori di x^ e questa derivata è appunto la somma 

della serie delle derivate t ^ ^ , , — - coswiwc. 

112. Supponiamo ora che ^(y) per y=0 non abbia una deri- 
vata determinata, ammettendo però sempre che fuori di questo 
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punto y=0 le derivate di f{t/) siano ancora determinate e nume- 
ricamente inferiori a una quantità finita data g^ e cerchiamo che 
cosa accada allora per la derivata di /'(O- 

Per questo osserviamo che in questo caso il rapporto — ^— 

coiravvicinarsi indefinitamente di 8 a zero, almeno da una parte, 

non avrà un limite determinato, ma i suoi valori si manterranno 

sempre fra limiti finiti (§. 75); e osserviamo inoltre che, siccome 

... . ,. ,. 1 j • . j . . . . ^(sennxn) 
pei valori irrazionali di x le derivate dei termim ^-^ sono 

determinate e finite, la serie di queste derivate 

TcV^-^ ì — -i^osnxit^ei valori irrazionali di x sarà convergente. 

. ^?[senn(a;+8)7cl — (p(8ennxjt) 
Si consideri ora la seney-^ -z per 

tutti i valori di 8 diversi da zero, e pei valori irrazionali di a;; si 
vedrà subito che i termini di questa serie quando non corrispon- 
dono a valori di n pei quali si abbia senn(a?+8)7c= senn^:?: (nel 
qual caso però sono nulli) si possono porre sotto la forma: 

7c © rsenw(ic+8)^l — 9 (semiXTc) . g v ^®°^ g w 

-—. ^ 7—r^— C08nlx4' ^-)n — - — . 

n' senn{xA-S)TZ — sennxz \ • ss/ g^ » 

quindi, siccome per V osservazione 7.' del §. 72 il fattore 

<Frsenw(a;4-5)7rl—<F(senn.r7r) ^ . ,. 

—^ -^ è sempre numericamente minore di 

senw(a;-|-8)7r — semixit 

g senn|7c 
g, e il fattore cosn(a?+^)^ — - — non supera l'unità, gli stessi 

termini in valore assoluto saranno inferiori a -~r^ e perciò la 

. octp[sem(x-JrS}jc\--^(HennxTz) . , . ,. j, ,. 

sene stessa \-^ =! pei valori di diversi 

T n'S 

da zero (avendo i suoi termini tutti numericamente inferiori ai 

termini corrispondenti della serie convergente 2~ér-i ) ^^^ ^^^"^ 

j n / 
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vergente in ugual grado; quindi pel teorema del §. 100 si può 
concludere intanto che la funzione f{x) per tutti i valori irra- 
zionali di 0? ha ancora una derivata finita e determinata che è la 
somma della serie corrispondente delle derivate 

2 ^ . — coswiHc: talché basterà ora cercare che cosa accade 

pei valori razionali di x. 

Per questo incominciamo dall'osservare che per a:=-, essendo 
V e [t numeri interi primi fra loro, si ha dalla formola (1): 



+ 



j^l ©9(±senw[t87c) 

ove in y(±senw[i87t) deve prendersi il segno + o il segno — secon- 
dochè nv è pari o dispari; e siccome col ragionamento precedente 

si trova che la serie ia^ — , — ■ ha ^^^ derivata finita e deter- 
minata anche per 0?=— , e questa derivata è la somma della serie 

^2uL — a-i cosn-^c, indicando con 0| una quantità che pei 

valori di 8 numericamente inferiori a una quantità positiva suffi- 
cientemente piccola e è minore di quella quantità che più ci piace, 
si potrà scrivere intanto: 

w — m:: — ^ ^^^^=ic2i — , , ^ cosn-^+q4+ 

8 1 [1 w'"* pi' 

1 V 9 (±senn|i8ic) 



[t* T w*8 
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e quindi basteiì ora occuparsi della serie: ^i 5¥^ — 

Supponiamo perciò dapprima che la derivata di f (y) per ^=0 
non esista per la ragione che i limiti dei due rapporti ^-^, w. 

per 8=-|-0 sebbene determinati e finiti non sono uguali; o, in 
altri termini, ammettiamo che ^(y) per 2/=0 abbia delle deriyate 
a destra e a sinistra finite e determinate, ma differenti Tuna dal- 
Faltra, e queste derivate siano respettivamente ?^'(+0) ey'( — 0). 

Allora i termini della serie y.^ -zr^ — - per 8=0 a destra, 

^ n'o ^ 

e per 8=0 a sinistra avranno limiti determinati e finiti, e siccome 
si ha: 

«, f (±senn{i.8ic) © ^ [(-l)^8en(2n+l)(i8«] ®, y(sen2n{i8g) 

f ^8 i (2n+l)'8 + t' (2tir ' 

si vedrà subito (§. 94)che per v pari si ha: 



lim 
j=+0 



(^+^-/(g .'(senni.) 



f -. 



e per v disparì si ha invece: 



y'(-0)tt « 1 ,y'(+0)«f; 1 
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talché si può dire intanto che nel caso attuale nei punii razio- 

. V , 
nali - corrispondenti a v pari la indeterminazione della derivata 

di f{x) sarà dello stesso genere di quella che si ha nella derivata 
di ^(y) per y=0, cioè esisteranno tanto le derivate a destra che 
quelle a sinistra di questi punti, ma saranno differenti le une dalle 
altre; e lo stesso accadrà anche pei punti razionali corrispondenti 
a valori dispari di v giacché non può essere 9'(+0) = t'( — 0). 
Se poi r indeterminazione nella derivata di f)(y) per y=0 

proviene dalla circostanza che il rapporto ^—-^ coll^ avvicinarsi 

di S a zero almeno dà una parte non ha un limite determinato, 
allora si può vedere che, se s sarà abbastanza grande, nella derivata 
ài f{x) si avrà ancora una indeterminazione dello stesso genere 
per tutti i valori razionali di x. 

Osservando infatti che i termini della serie Zi — t^ — ' 

^ n*o 

nei quali ft|i8 é nn numero intero sono tutti uguali a zero, e gli 

li. . 1 . 1 i. àiWK 9(±sennii8ic) seumtSic ., 
altn possono porsi sotto la forma —f-. ^ ~r-^ f— e il 

rapporto ^^ — ^n^ j ^ sempre numericamente minore di una 

quantità finita g^ mentre l'altro ^' non supera numerica- 
mente Punita, si vedrà subito per la (2) che: 

;y(±senn(i6:c) ^Tcgh 
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ove h è una quantiiÀ compresa fra — 1 e 1, e perciò si avrà per 
tutti i valori di 8 diversi da zero: 

Y9(±senn|i87r) y (±senji87c) {i^icgrA 

ciò che ci mostra intanto che se le indeterminazioni nel limite del 
rapporto ^-^ si hanno dalle due parti di 8=0, e se 9 sarà suffi- 
cientemente grande, le stesse indeterminazioni si avranno nella 



— 9(±senw|L87c) 



serie ^— j^^ — ^, e quindi anche nel rapporto 



e+^<^ 



V 

^ per tutti i punti razionali -, e così in questi 

punti f(x) non avrà derivata determinata ne a destra né a sinistra. 
Se poi il rapporto ^^ manca ancora di un limite determinato 

per 8=0 ma soltanto da una parte, allora spezzando in due parti la 

. © «(±8enn(JL87c) - r • i i j- 

sene^j ^-^ — =-^ — come si fece m un caso analogo per le discon- 

tinnita, (§. 110) si vede subito che pei punti razionali — pei quali 

V è pari avviene per il limite del rapporto --^^^- — ^ ^^ 

ciò che avviene per il limite del rapporto ^^, e quindi la deri- 
vata di f{x) esiste solo da una parte di questi punti ; mentre pei 

V . , 
punti razionali — pei quali v è dispari, almeno quando 8 è abba- 
ia 



f 



(H-<^) 



stanza grande, il rapporto stesso — ^^^- — ^ ^^-^ non ha limite 





V 



determinato né a destra né a sinistra del puùto —, e quindi la 
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fonzione f{x) non ha derivata detenninata né a destra né ft sinì- 

stra di questi punti, e il rapporto — !^-^- ^ ^^^— oscilla sem- 
pre fra limiti finiti quando 8 si avvicina sempre più a 2ero« 

113. Prendiamo ora a considerare il caso in cui la derivata 
di ^(y) sebbene sempre finita e determinata fuori del punto 2/=0, 
col tendere di J/=0 in alcuni punti prende anche valori numeri- 
camente maggiori di qualunque quantità data (ciò che p. es. è 
sempre necessario §. 77 l.*" quando la derivata di ^(y) per y=0 
deve essere infinita almeno da una parte). 

In questo caso la derivata di ^{y) per y^Q potrà ancora 
(§§. 75 e seg.) essere determinata e finita o essere infinita e deter- 
minata o nò di segno, o essere indeterminata tutt^affatto, e noi ci 
proponiamo ora di vedere che cosa accada della derivata di f{x) 
in questi singoli casi. 

In questi casi pei punti x irrazionaU non può più dimo- 
strarsi, almeno in generale, l'esistènza della derivata di f{x)^ 
perchè siccome n:r col crescere indefinito di n passa anche per 
valori prossimi quanto si vuole a numeri interi, le derivate 
^'(sennxT^ possono non mantenersi più sempre numericamente 
inferiori a una quantità finita e quindi non sono più applicabili 
i ragionamenti fatti nel §. 112; pei punti razionali poi possiamo 
ragionare come segue. 

Osserviamo che anche in questo caso si ha la formula (3), e 

prendiamo subito a studiare la serie ^ ^-^ — ■■ — -^ cercando di 

dimostrare coir applicazione del teorema del §. 103, che a questa 
serie per a; = — può applicarsi la derivazione termine a termine. 

* Si osservi perciò dapprima che i termini di questa serie per 

/ V \ V 
Tty ( senw-tt jcosw— « 

ars- hanno una derivata finita e determinata — ^^ — ^ ^ *^ - 



si vedrà subito che la serie di queste derivate è ancora conver- 
gente, e quindi resterà solo a cercarsi se si può soddisfare alla 
seconda delle condizioni del teorema citato. ^ 



— 130 — 

, Per questo prendiamo per m il primo numero intero che non 

è inferiore a S|~^, essendo S| il valore assoluto di §, e g essendo 

un numero positivo scelto in modo da soddisfare alla condizione 

1 
l>j> — =• (ciò che evidentemente può farsi perchè «>2), e 

4 i • 

osserviamo che allora si ha in valore assoluto 8 m*~*>8|*~«(*"'*\ e 
ni8=8/~*+^5| con 9 compreso fra e 1 (1 esci.); si vedrà subito 

^ ce I spnwjn I 
per la (2) che se Rn(^) è il resto della serie \ — — - — - pel 

1 [i ^ 
valore r della variabile, e ^ è il massimo valore assoluto di f (f/) 
fra — 1 e 1, si ha in valore assoluto: 



<H . . ...... <i) 



5 <i75,«-')-', — ^<</8,'(-')-, 

e quindi se per ogni numero positivo e arbitrariamente'piccolo a si 
prende £ in modo che si abbia 5^s^*~*^~*<C<3» allora per ogni valore 
speciale di 8 numericamente inferiore ad e basterà determinare un 
numero intero m nel modo indicato sopra, per far sì che le quan- 

tità -^^^ ^' - — ^— siano ambedue numericamente minori 

ò 

di g; e questo numero m, quando si prenda s sufficientemente 
piccolo, sarà anche sempre maggiore di quel numero che più ci 
piace m\ 

Ora, se e sarà preso sufficientemente piccolo, è facile vedere 
che quando m per ogni valore speciale di 8 numericamente infe- 
riore ad e sia determinato nel modo testé indicato, anche la 
quantità : 

...N'S W senwf — hS|w — ®(sen«-7c) ito '( senn-it jcosn-w/ 

1 ^i fl»^ ♦!»-* 1 



) L \r / J \ r / \ r / r i 

( w'6 n'-' ) 

sarà numericamente inferiore a e per tutti questi valori di 8, e 

quindi saranno soddisfatte tutte le condizioni necessarie e suffi- 

... , V „ . © 9(senn.r;r) v t • 

cienti perche alla sene 2.^ — ì — P®^ x=— possa applicarsi 



la derivazione termine a termine. 
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Indichiamo infatti con W| un numero tale che per w>W|-l 

il resto Rn della serie^n^TZi sia minore di una quantità arbitra- 
riamente piccola a'. Il numero m^ come abbiamo detto sopra, potrà 
supporsi superiore anche a questo numero m^ per tutti i valori 
di 5, e la somma precedente (5) potrà ih conseguenza spezzarsi 

nelle due ^h, ^ul? ® poiché, quando sia preso e suflB.cientemente 

piccolo, la prima di queste soomie (essendo composta di un. nu- 
mero finito e fisso di termini) per tutti i valori di S fra — e e s 
sarà numericamente inferiore a quella quantità che più ci piace a, 
basterà che ci occupiamo ora della seconda. 

Per questo osserviamo che la quantità tp'l ^enn— ic 1 per tutti 

ì valori interi di n che non sono multipli di [i è sempre inferiore' 

a una quantità finita g' perchè n- non si accosterà mai' ad uni 

numero intero più di — ; e siccome si ha in valore assoluto ' 
nj5=8/~«-|"^^i<^^*~^~rs» se si suppone e tanto picòolo. che e* ^-f"? 



non 



giunga a ^, le quantità n-, n( — -{-8 ] per tutti i valori interi 

di n che non sono multipli di jt e non sono superiori ad m saranno 
vicinissime e non saranno mai intere né comprenderanno fra loro 

numeri interi e anzi ne saranno discoste più, di ^; e quiifdi evi'- 

dentemente per le ipotesi fatte la funzione y (//) per tutti i valori 

di y compresi fra senn-it e sennf — }-8 JTC qii9,iido n ha valori 

interi non multipli di (x e non superiori ad w, avrà sempre ijixa 
derivata determinata e numericamente inferioi:e a ijina qu^n^ità 
finita g'\ Ne segue (§. 72, .6.°) che il rapporto 



9 



/v \ 
senni --{"^ )^ 



n'8 
può porsi sotto la forma: 



— 9[ senn-7c 

^— -^ che al solito quaildo non è zeto 
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sen 



? sentii — f-8)w — 9(8enn-«j . ^. «— « 
«f^ /v , A V \|L ' 2/ 



/v , A V """"ViL ' 27" «5» 

senn — +8 tc — senn-ic ^"^ ^ -^ 

Kìf' J V- 2 

sarà numericamente inferiore a -^^^ e si ayrà perciò in valore 
assolato: 

^ \(p\ sennf — [-8 )« — ^( senn-^ ) iccp'f senn-^ jcos«— ici 
3„i L" \t^ / J \ t^ / \ ^ / P' I 

e questo mostra appunto che anche la somma del primo membro, 
per 6 sufficientemente piccolo e per tutti i valori di S compresi 
fra — 6 e 6, sarà numericamente inferiore a quella quantità che 
più ci piace a". 

Da ciò risulta, come abbiamo già detto, che lo stesso accadrà 
della somma: 

^ Yp\ sennf — [-8 ì^t — «f senn-w ) «cp'f sen«-« )cosn-ic/ 

**^( n*8 n"' ) 

quindi poiché con ciò resta dimostrato che tutte le condizioni del 
' teorema del §. 103 sono soddisfatte, si conclude ora che la fun- 

00 foiseniixTcì v 

adone ^ — - per x=— ha una derivata finita e determi- 

^^ n* '^ |i 

y V \ 

00 9 ( senw— TT 1 
nata che è la somma della serie ^Jéii — — ^ < cos n-ic; e si 

l ^ W'"* [1 

vede perciò che indicando con Gj una quantità che pei valori di 8 
numericamente inferiori a un numero positivo e sufficientemente 
piccolo £ è minore di quella quantità che più ci piace, la formola. 
(3) potrà anche in questo caso ridursi alla seguente: 
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che non è altro che la formala (4) del paragrafo precedente; é 

basterà quindi occuparsi della serie: ]£ ^ ^^ — • 

Si decomponga perciò questa serie nelle due somme: 



^ y(±senn{t8g) ® ^(±Benn\LSn) 

essendo nr un numero che per ogni valore speciale dì S numerica- 
mente inferiore a una quantità sufficientemente piccola s è deter- 
minato nel modo che indicammo sopra. Allora, applicando la for- 
mola (2) si vedrà subito che la seconda di queste somme, quando e 
sia preso abbastanza piccolo, per tutti i valori di 8 che si conside- 
rano sarà numericamente inferiore a quella quantità che più ci 
piace, e basterà quindi limitarsi a considerare la prima somma: 

?y(±senn|i.8r) 
^^8 

Scriviamo perciò questa somma sotto la forma: 

^ 1 y(±senw|x83t) senn|i.8ic 
(6) V-^Zt"^ i^^ ±senn[i.8ic IpiT' 

e supponiamo dapprima che ^^ per 8=0 da una parte abbia per 

limite -|- 00 e dalPaltra — oo ; o, in altri termini, supponiamo 
che la derivata di ^{y) per |^=0 da una parte p: es: a destra 
sia -f-oo , e dairaltra sia — oo . 

Ricordando che nei termini della somma precedente deve 
prendersi il segno superiore o V inferiore secondochè nv è pari o 
dispari, e supponendo e talmente piccolo che la quantità mi (che 
è numericamente inferiore ad 6^~*-f~^) ^^^ ^^^ P^^^^ numerica- 
mente inferiore a un numero arbitrariamente piccolo, si vedrà 
subito che i termini della stessa somma per 8 positivo avranno 
tutti uno stesso segnO; e per 8 negativo avranno pure uno stesso 
segno, contrario però a quello che essi hanno per 8 positivo, e 
almeno i primi fra essi, per tutti i valori di 8 che si considerano, 
saranno numericamente mag^ori di quella quantità che più ci 
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piace; quindi eridentemente in questo calao qualunque sia il punto 

razionale — il rapporto — ^^- ^ -^^^-^ per 8=0 da una parte 

avrà per limite +00 e dalPaltra — 00 , e così la derivata di f{x) 
per 0^=- da una parte sarà -|- 00 e dall'altra — 00 . 

Se poi ^—^ per 8=0 da tutte e due le parti ha' per limite 
+ 00 ha per limite — 00, allora si vede in modo simile che pei 

pìmti razionali - pei quali v è pari il rapporto — ^-^- ^ -^ 

presenterà le stesse circostanze del rapporto ^y^, ma non si potrà 

... V 

dire nulla pei punti razionali — pei quali v è dispari, perchè per 

questi punti i termini della somma (6) verranno alternativamente 
positivi o negativi; e se infine da una parte del punto S=0, il 

rapporto ^-^ ha per limite + 00 o — 00 e dall'altra parte ha 

per limite una quantità finita e determinata o oscilla fra limiti 
finiti, allora con osservazioni analoghe a quelle che si fecero nel 

§. 112 si vede subito che, se ^ è abbastanza grande, pei punti - 

pei quali ve pari il rapporto — ^^^- ^ -^^ presenta le stesse 

singolarità del rapporto — ^, e pei punti - pei quali v è dispari 

il rapporto' stesso per 3=0 da una parte ha per limite -|- 00 e 

dall'altra ha per limite — 00. 

E infine se la funzione 9(1/) ne! punto 7/=0 avrà una derivata 

determinata e finita, con osservazioni analoghe sulla somma (6) 

'. ... ...v 

si troverà che la funzione f{x) in tutti i punti razionali — avrà 
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pure una derivata determinata e finita che sarà la somma della 

~ y V \ 

oo'(p( senw-7c 1 

serie delle derivate tc^— ^^ — , , coan—n; e se nel punto y=^0 

1 n'~* u. r «r 

(p{y) non avrà derivata determinata sia perchè i limiti di ^~ 

per 8=0 a destra e a sinistra sebbene determinati e finiti non 

siano uguali, sia perchè almeno da una parte questo rapporto 

oscilli fra limiti che supporremo finiti, allora f(x) nel primo caso 

..... V 
per tutti i punti razionali - presenterà le stesse circostanze di 

f (l/), e nel secondo presenterà ancora le stesse circostanze di fp{y) 

. . . V . 
per tutti i punti razionali — pei quali v è pari, e almeno quando 8 

sìa abbastanza grande sarà tale che il rapporto '^ — ^ -^-=-^ 

oscillerà fra limiti finiti dalle due parti di d=0 per tutti i punti 

razionali — pei quali v è dispari. 

Notiamo che restano così estesi i resultati che si ebbero ai 
§§. Ili e 112 pel caso che le derivate di ^(y) fuori del pxtnto t/=0 
fossero sempre numericamente inferiori ad una quantità finita; 
però a differenza di quanto si potè fare nei §§. Ili e 112 resta 
qui incerta l'esistenza delle derivate di f{cc) nei punti irrazio- 
nali. E resta pure incerto ciò che avvenga per la derivata di f(x) 

nei punti razionali e irrazionali quando il rapporto ^-^ pel ten- 
dere di S a zero almeno da una parte oscilla fra limiti infinita- 
mente discosti. 

114. Riassumendo ora i risultati precedenti, si possono enun- 
ciare i seguenti teoremi generali che costituiscono in sostanza il 
principio detto da Hankel della condensazione deUe singolarità, 
enunciato qui sotto una forma più rigorosa e più completa. 

* 1."* Se 'f{y) è una funzione che in tutto V intervallo da - 1 a 1, 
'^ escluso il punto zero, è continua e sempre numericamente infe- 
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' rìore a un dato numero finito e nel punto zero è uguale a zero 
' ed è discontinua, la funzione: 

(7) ;r(,)==|5P^), 



' per valori di 8 maggiori di uno e abbastanza grandi, in un 

* intervallo qualunque è una funzione punteggiata discontinua 

■ che è sempre numericamente inferiore a un dato numero finito e 

■ che in tutti i punti irrazionali dello stesso intervallo è continua 
'^ e in tutti i punti razionali è discontinua; e il numero dei salti 

* maggiori di un numero positivo arbitrariamente piccolo o che 

* essa fa nello stesso intervallo è sempre finito (§§. 109 e 110). 

* Inoltre le discontinuità che questa funzione f(x) ha nei punti 

* razionali in confronto a quelle che y {y) ha nel punto y=0 
' presentano le particolarità indicate nei §§. 109 e 110; e nel 

* caso particolare in cui la discontinuità di (p(y) per y=0 è di 

* prima specie, allora anche supponendo soltanto s[>l, si hanno 

* sempre le proprietà precedenti e le discontinuità di f{x) sono 

* esse pure di prima specie; e quando la discontinuità di 9(2/) 

* per y=0 è di quelle che possono togliersi cambiando il suo 
'^ valore in quel punto, altrettanto accade delle discontinuità di 

* f{x) in tutti i punti razionali (§. 109). 

' 2.^ Se poi la funzione 7 (y) è continua anche per y=0, allora 

■ la funzione f(x) per »>1 è sempre continua (§. 107); e se 

* f(y) oltre essere finita e continua in tutto l'intervallo da — 1 
' a 1 ha anche una derivata determinata che è sempre numerica- 
^ mente inferiore a una quantità finita, allora purché sia ^^2, la 

* funzione f(x) ha pure una derivata finita e determinata per 

* tutti i valori di a? e questa derivata è la somma della serie delle 

* derivate dei termini di f{x) (§. 111). E se la derivata di <p{y) 

* in ogni punto speciale fra — 1 e 1 è sempre determinata e 

* finita, ma col tendere di y a zero finisce per prendere anche 
" valori arbitrariamente grandi, e nel punto y=0 è finita, allora 
' è certo che la derivata di f{x) sarà pure determinata e finita in 

V 

* tutti i punti razionali -, ma non si può affermare più nulla 

* pei punti irrazionali (§. 113), 
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' 3.^ Se poi 7(y) fra — 1 e 1 è sempre finita e continua, e 

* per tutti i valori di y differenti da zero ha anche una derivata 

* determinata e sempre numericamente inferiore a un numero 

* finito dato, ma per y=0 non ha derivata determinata perchè il 

* rapporto ^^ per 8=0 non ha un limite indipendente dal segno 

'^ di S, o perchè almeno da una parte non ha limite determinato, 

* allora la funzione f(x) per s]>2 in tutti i punti irrazionali di un 
'^ intervallo qualunque avrà ancora una derivata finita e deter- 
'^ minata che sarà la somma della serie delle derivate dei termini 
'^ di f(x) ; e Quando 8 oltre essere maggiore di 2 sia abbastanza 

* grande, essa non avrà derivata determinata in nessun punto 
' razionale dello stesso intervallo, e in ognuno di questi punti 

.... <ì+')-<ì). 

* razionali — il rapporto -^^ — ^ ^^-^ in confronto al rap- 

9(8) 

* porto ^— presenterà le singolarità indicate nel §. 112, E se la 

* derivata di 7(2/), sebbene ancora finita e determinata per tutti 

* i valori di y differenti da zero, coU'awicinarsi di j/ a zero finisce 
' per prendere anche valori numericamente maggiori di qualunque 
'^ numero dato, ma del resto (p (y) soddisfa a tutte le altre condi- 
'^ zioni ora indicate, allora pei punti razionali è certo che la fun- 
'^ zione f(xy presenterà le singolarità stesse che precedentemente, 
'^ ma pei punti irrazionali non si può affermare più nulla (§. 113). 

* 4.' Se poi y (y) fra — 1 e 1 è sempre finita e continua e per 
" tutti i valori di y differenti da zero ha anche una derivata deter- 
'^ minata che, sebbene sempre finita per ognuno di questi valori 
' di 2/, finisce per prendere anche valori numericamente maggiori 

* di qualunque numero dato coli' avvicinarsi di y a zero, e nel 
*^ punto zero ha la derivata infinita, allora intomo alla derivata 
'^ di f{x) nei punti irrazionali quando 8^2 non si può affermare 
'^ più nulla, e pei punti razionali si può dire che se la derivata 
'^ ài f{y) j/er y=0 è infinita ma non determinata di segno (in 

* mòdo cioè (§. 72, 3.*) che il rapporto ^--^ da una parte del 
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" punto 8=sO abbia per lìmite -f-^ ^ dair altra abbia per limite 

• — oo) lo stesso accade della derivata di f{x) in tutti i punti 
' razionali; e se la derivata di f (y) per y=0 è infinita e determi- 

• nata di segno allora lo stesso accade ancora per la derivata di 

' ^(x) in tutti i punti razionali — pei quali v è pari, e non si può 

' affermare nulla pei punti razionali - pei quali v è dispari (§. 113). 
* S."" E infine se tf (y) per y=0 non ha derivata determinata 

• perchè il rapporto ^~ da una parte del punto 8=0 ha per 

' limite -f- 00 — oo , e dalP altra ha un limite determinato e 
'^ finito o oscilla fra limiti finiti, ma del resto 9 (y) soddisfa a 
'^ tutte le altre condizioni contenute nelP enunciato del teorema 

• precedente, allora la funzione f(x) per s>2 in tutti i punti 

'^ razionali — pei quali v è dispari ha la derivata infinita e non 

^ determinata di segno ; e se s, oltre essere maggiore di 2, è anche 

. . V 

• abbastanza grande, nei punti razionali pei quali v è pari f{x) 

f(^+B)-f('-) 

• non ha derivata detenninata, perchè il rapporto ^^ -; ^^^ 

• per questi punti presenta le stesse singolarità del rapporto ^-^. 

*^ Pei punti irrazionali poi non si può affermare nulla neppure in 

• questo caso (§. 113) (*). 

115. Osserviamo poi che, per quanto fu detto pel caso che si 

(*) Notiamo che risaltati analoghi almeno soltanto leggermente differenti si 
otterrebbero qnando iuvece della funzione f{x) data dalla formola (7) si considerasse 
una funzione /(x) come la seguente: 

ore le a» sono costanti reali tali che la serie £a'n dei loro yalorì assolati è con- 
rergente, e le ^m(^) sono funzioni finite e continue della x che variano soltanto 
fra — 1 e 1 , ... e si annullano per infiniti valori razionali di x . . . , corno per esempio: 
^^(x)s=s«n(2nxK), essendo 4K il periodo reale di una funzione ellitica in» il cui modulo 
è minor d*uno ec . . . . 
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considerò al §. 109 si può ora aggiungere che se y (y) per y=0 
almeno da una parte ha una discontinuità di seconda specie, la 
funzione f{x)^ se ^ è abbastanza grande, negli intomi di ogni 
punto razionale e quindi anche di ogni punto irrazionale farà un 
numero infinito di oscillazioni. E se ^ (y) è continua anche per 
2/=0, e in ogni intomo di questo punto almeno da una parte fa 
un numero infinito di oscillazioni, allora evidentemente si può 
dire che la funzione f{x) negli intorni di ogni punto razionale e 
quindi anche di ogni punto irrazionale farà pure un numero infi-' 
nito di oscillazioni tutte le volte che per ogni punto razionale le 
variazioni che si hanno per l'impiccolire di 8 nell'ultimo termine 
della formola: 

sennf - +S W — (p( senn-7c j 



ii+'hiO'ì^ 



n* 



, 1 Y?(±senw{iS7r) 



sono sufficientemente grandi in confronto alle variazioni corri- 
spondenti del primo termine. 

In particolare poi si può dire che se la funzione f{y) soddisfa 
alle condizioni contenute nelP enunciato del teorema 4.* del para- 
grafo precedente e nel punto y=0 ha la derivata infinita ma non 
determinata di segno, la funzione /*(r) avrà un massimo o un 
minimo in ogni punto razionale, e quindi nell'intorno di ogni 
punto farà un numero infinito di oscillazioni. 

116. Mediante il principio della condensazione delle singola- 
rità possiamo ora colla massima facilità costmire funzioni dotate 
di rappresentazione analitica e che in ogni intervallo finito pre- 
sentano un numero infinito di singolarità relative alla continuità 
o alla derivata o ai massimi e minimi. 

1.° Prendiamo perciò dapprima per f{y) una funzione che per y 
positivo è uguale a j/ e per y negativo è uguale a — y. Questa 
funzione potrà considerarsi come il valore del radicale Vj/' quando 
s'intende che il radicale è sempre preso positivamente, e quindi 
la funzione f(x) corrispondente sarà la seguente: 
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fi^)=^-s\/BejAiX7c; 



e questa pel teorema terzo del §.114 sarà finita e continua in 

tutti i punti e avrà una derivata finita e determinata in tutti i 

punti X irrazionali; ma non avrà derivata determinata per nessun 

. V 
punto razionale, e per ognuno di questi punti — il rapporto 

-^^- ji ^^^ col tendere di S a zero per valori positivi ten- 
derà verso un limite finito e determinato ma differente da quello 
che si otterrà facendo tendere 8 a zero per valori negativi. 

2.** Prendiamo in secondo luogo ?5(y)==ysen(logi/*). La fun- 
zione f{x) corrispondente sarà la seguente: 

- . . ^ senwrwrsen [log(sen'na?ic)] 

e questa pel teorema S."" del §. 114 sarà finita e continua in un 
intervallo qualunque, e avrà una derivata determinata e finita in 
tutti i punti irrazionali; ma, almeno quando 8 è abbastanza grande, 
non avrà derivata determinata in nessun punto razionale, e per 



Kl+')-Ki) „,„=^ 



Ognuno di questi punti — il rapporto -^^^- — ^ ^^-^ colPim- 

piccolire di 8 si a destra che a sinistra del punto stesso — oscillerà 
fra limiti finiti senza tendere verso verun limite determinato. 

3.' Prendasi ora ^(2/)=ysen~. La funzione f{x) corrispon- 
dente sarà la seguente: 

i./ V -S senwrTrsenf ) 

f{x) =2ài \senn(C7c/ , 

1 ^s 

e mentre per questa si può ancora affermare (teor. 3." del §. 114) 
che sarà sempre finita e continua e nei punti razionali non avrà 
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derìyata determinata, non si può però dire nulla intomo alla sna 
derivata nei puati irrazionali, perchè in questo caso coli* avvi- 
cinarsi indefinitjunente di |/ a zero la derivata di f (^), sebbene 
sempre determinata e finita, finisce per prendere anche valori 
numericamente maggiori di qualunque numero dato. 

4.* Prendasi 9(l/)=(y*)' ove p e q sono numeri interi e posi- 
tivi e 2p<^j, e si suppone che pel radicale debba prendersi il 
valore reale e positivo. La funzione f{x) corrispondente sarà la 
seguente: 






e questa sarà sempre finita e continua e avrà la derivata infinita 

e indeterminata di segno in tutti i punti razionali (teor. 4.'' §.114) 

e in qualunque intervallo finito farà un numero infinito di oscil* 

lazioni (§. 115). Pei punti irrazionali poi non si può affermare 

nulla intomo alla derivata di questa funzione. 

1=? 1 
5." Prendasi f{y)={y^) » sen-, a essendo positivo e minore 

Ir 

di uno. 

La funzione f(x) in questo caso sarà la seguente: 

^(^)^§ (sen«;>^)^'sen(^ ^)^ 
1 ^t 

e poiché ora il rapporto ^—^ coll'awicinarsi di y a zero indefi- 

nitamente non resta sempre compreso fra limiti finiti e non ha 
per limite l'infinito, l'applicazione dei teoremi del §. 114 ci per- 
metterà soltanto di dire che questa funzione f{x) è sempre finita 
e continua. 

Però se si osserva che anche in questo caso (§. 113) sussiste 
la formula (4), e si può scrivere evidentemente: 
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+ 



ne (sen^wiiS;:) *• senf r- ) 

VI *^ \senn[iOTC/ 

ove m indica un numero intero determinato nel modo che indi- 
cammo al §. 113, basterà supporre 5>2 — a e applicare la for- 
mola (2) per giungere subito a trovare la seguente: 

ove h^h' e k sono quantità numericamente minori di uno, e da 
questa si concluderà subito (§. 115) che se s è abbastanza grande 
Tattnale funzione f{x) in un intervallo qualunque fa un numero 
infinito di oscillazioni, e nei punti raz'onali non ha derivata deter- 
minata; e negli stessi punti il rapporto ^ — -^ coli' im- 
piccolire di 8 oscillerà continuamente fra limiti infinitamente 
grandi positivi e negativi, senza avere per limite neppure l'infinito. 

6." Prendasi 9(^)=sen -, con 'f (0)=0. La funzione f{jo) sarà 
la seguente: 



f 1 



1 n* 

V ... ... . • 

ove per x razionale =- devono lasciarsi i termini nei quali n è 

V' ... 

multiplo di [i; e questa sarà sempre numericamente inferiore a un 

^ 1 . 
numero dato finito V— , e in qualunque intervallo finito almeno 

quando 8 è maggiore di 2 sarà una funzione punteggiata discon- 
tinua che nello stesso intervallo fa soltanto un numero finito di 
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salti maggiori di un numero dato anche arbitrariamente piccolo a. 
Inoltre qi^sta funzione che è continua in tutti i punti irrazionali 
e discontìnua dalle due parti di tutti i punti razionali ha tutte le 
discontinuità di seconda specie (teor. 1.° §. 114). 

l."" Prendasi ora per 9(2/) una funzione che fra zero e 1 (0 esci.) 
è uguale a 1, e fra e — 1 (zero ancora escluso) è uguale a — 1, 
e per |/=0 è zero. 

Per questa funzione y (/y) si può prendere p. es. (come è noto 
dalla teoria della serie di Fourier) la serie trigonometrica: 

4^sen(2n+l)y| 
^ 2w+Ì ' 

ove a è positivo e maggiore di uno, e quindi la funzione corri- 
spondente f(x) sarà la seguente: 






'«sen[(2»+l)|8en(na?7:)^"i 



') 



. 2»+l 

e questa pel teorema primo del §.114 pei punti x irrazionali sarà 

continua e pei punti razionali ~ sarà discontinua, e le sue discon- 

tinnita saranno tutte discontinuità ordinarie dalle due parti del 
punto corrispondente. Inoltre questa funzione in ogni punto di 

discontinuità - avrà il valore medio fra i due fi — 1-0 ) e /"f — ), 

e i salti che essa farà dalle due parti di questi punti saranno 

uguali a -2^ pei punti pei quali v è pari e a - (^1— gTZijS^ 

per quelli pei quali v è dispari (§. 109); e in ogni intervallo finito 
il numero dei punti in cui questi salti sono maggiori di un numero 
qualunque dato arbitrariamente piccolo a sarà sempre finito. 

8.° Prendasi ora per y {y) il quadrato della funzione prece- 
dente. La funzione corrispondente f{x) sarà la seguente: 






4«, 1 r©senl(2n+l)|sen(wj?ir)|ni 



.0 2n+l 



f 
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e questa in tutti i punti irrazionali sarà continua e ayrà sempre 

lo stesso valore ^^r^^ e nei punti razionali sarà discontinua, e le 

sue discontinuità saranno tutte di quelle che possono togliersi 
mutando il valore della funzione nel punto corrispondente. E i 

salti che essa farà in questi punti saranno uguali a — V— (§. 109) 

117. Farò ora notare che si hanno anche molte altre funzioni 
punteggiate discontinue delle quali si ha Pespressione analitica, e 
fra queste una delle più notevoli è la funzione di Biemann: 

ove 8 è positivo e maggiore di uno e il simbolo (nx) indica lo zero 
quando il prodotto nx è intero o è nel mezzo a due numeri interi 
e negli altri casi indica la differenza positiva o negativa fra que- 
sto prodotto nx e il numero intero ad esso più vicino, per modo 
che si ha sempre come risulta dalla teoria della serie di Fourier: 

(nx)=--^{—iy — . 

ic j tn 

Se si osserva infatti che la serie che rappresenta la funzione Q{x) 

è convergente in ugual grado in un intervallo qualunque (§. 93), 

• e la funzione (nx) pei valori irrazionali ài x e per quelli irrazio- 

V , , . 

nali s~vT ^^ ^^ denominatore è dispari è sempre continua qua- 
lunque sia w, si vede subito (§. 97) che questa funzione Q{x) è 
sempre finita, e in tutti i punti irrazionali e in quelli razio- 

nali p— TT il cui denominatore è dispari è anche continua. Invece 

in tutti i punti razionali ^ il cui denominatore è pari si trova 

facilmente che questa funzione è discontinua dalle due parti, e le 
sue discontinuità sono discontinuità ordinarie. 

Se si osserva infatti che per ognuno di questi punti si ha: 

V 
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ove la somma del secondo membro deve estendersi a tutti i numeri 
interi che non sono multipli di |Jt., si trova che : 



t^T r2n4-lV 



e siccome le serie che qui copipariscono sono convergenti in egual 
grado, la prima e la seconda evidentemente colF impiccolire dì S ' 
tenderanno a zero (§. 94), e la terza tenderà verso la somma della 



sene 



coir impiccolire indefinitamente di 8 per 8 positivo tendono evi- 
dentemente verso — ^, e per 8 negativo tendono invece verso -^ ; 
talché si può senz'altro concludere subito che: 

<i-»)-<i)=+èl(2^r 



di discontinuità ?r- è il valore medio fra i due G(rt"H~0) © 



ciò che mostra evidentemente quanto si è detto sopra, e mostra 
di più che il valore che ha la funzione stessa (ì(x) nei punti 

V 

Q( ^ ], e i salti che essa fa in questi punti dalle due parti 

sono uguali a n~i^ /o i-i "u< talché in ogni intervallo finito esiste 

soltanto un numero finito di punti nei quali essa fa salti maggiori 
di un numero dato a. 

IO 
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Inoltre siccome in tutti i punti x irrazionali e in quelli razio- 
nali .^^ pei quali il denominatore è dispari la funzione (nx) per 
qualunque valore di n ha una derivata determinata e uguale ad n, 

00 

supponendo 3^2^ e facendo intomo alla funzione y^(nx) per 
x= ^ ^ ragionamenti simili a quelli che si fecero nel §. 113 
intorno alla funzioney,,^^^^ — ; — - per x= ~, si trova subito che 

.V 

in tutti i punti razionali K—jjy pei quali il denominatore è dispari 
la funzione Q({x) ha anche una derivata finita e determinata che 

3^ 1 

è la somma della serie ^ — —^ , e che quindi è la stessa in tutti quei 

punti. Pei punti irrazionali poi resta incerto se la funzione G(.r) 
abbia o nò una derivata determinaba e finita. 

118. Trovo ora conveniente di aggiungere anche un esempio 
dato da Hankd di funzioni totalmente discontinue in un intervallo 
qualunque e per le quali si ha una espressione analitica. 

Prendiamo perciò la funzione ^.'(j/) che per y=0 è zero, e 
per y compreso fra e -}- 1 è uguale a +1» mentre per y com- 
preso fra e — le uguale a — 1, e che come già abbiamo detto 
nel §. 116 ha per espressione analitica: 

43csen(2n+l)y^ 
ove a è positivo e maggiore di uno; e formiamo la serie 



00 -1 

TWr^fsen 



per s>l. 



'[^(sen/iinc)]* 
Questa serie pei valori irrazionali di x sarà sempre uguale 

00 l 

a ]S-7) mentre pei valori razionali di x sarà infinita perchè allora 

alcuni dei suoi termini sono infiniti e sono evidentemente tutti 
positivi; quindi l^a funzione: 
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A^)=-oc— -^ì 

Tw*[y(senna?7c)]^ 

in un intervallo qualunque sarà una funzione totalmente discon- 
tinua che pei valori irrazionali di or è uguale a uno e pei valori 
ra&sionali è uguale a zero. 

È poi evidente che prendendo per ff{y) altre funzioni che 
soddisfacessero ancora alla condizione di essere zero per y==0, 
le formole analoghe alla precedente che allora si avrebbero, e 
quelle che ne risulterebbero aggiungendo ai secondi membri una 
funzione continua qualunque fi(^), ci darebbero altri esempi di 
espressioni analitiche di funzioni che in un intervallo qualunque 
sono totalmente discontinue. 

Non tralasceremo di osservare che quest^ultimo esempio di 
funzioni totalmente discontinue dotate di rappresentazione anali- 
tica, e quello della funzione di Riemann del paragrafo precedente 
possono riguardarsi come risultanti da una estensione del prin- 
cipio di condensazione delle singolarità; e noteremo inoltre che 
questo principio potrebbe evidentemente venire esteso, per for- 
mare espressioni analitiche di funzioni che abbiano infinite sin- 
golarità, anche secondo procedimenti differenti da quelli esposti 
sopra, servendosi a tale uopo sia ancora delle serie, sia dei prodotti 
infiniti, delle frazioni continue ec. 

Funzioni che non hanno mai la derivata 

determinata e finita. 

119. Il principio della condensazione delle singolarità ci ha 
condotti a trovare un numero infinito di funzioni che sebbene 
singolarissime hanno pur non ostante una espressione analitica, 
e funzioni che sebbene sempre finite, continue e dotate di una 
espressione analitica, non ammettono derivata o l'hanno infinita 
in un numero infioito di punti di qualunque intervallo finito. Altre 
di queste ultime funzioni si avranno in seguito applicando Tinte- 
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grazione per serie termine a termine a alcune delle serie che col 
principio della condensazione delle singolarità abbiamo trovato 
che rappresentano funzioni che in qualunque intervallo finito 
hanno un numero infinito di discontinuità; quindi con questi risul- 
tati si ha già abbastanza per potere asserire che sia ormai messo 
fuori di dubbio che la continuità di una funzione in tutto un inter- 
vallo non è di per se sola condizione sufficiente per la esistenza 
della derivata della funzione stessa neppure in generale. 

Si può però mostrare anche qualche cosa di più a conferma 
di questo fatto, poiché, mentre ciò che precede ci dà soltanto 
delle funzioni che sebbene non ammettano derivata o V abbiano 
infinita in un numero infinito di punti di qualunque intervallo, 
negli altri punti (che [sono pure in numero infinito) ammettono 
ancora una derivata finita e determinata, o almeno si è incerti 
sulla esistenza o nò della derivata stessa, si possono costruire 
anche altre funzioni che, sebbene [sempre finite e continue, non 
ammettono mai una derivata determinata e finita in nessun punto 
di qualunque intervallo, o tutt^ al più hanno una derivata che in 
alcuni punti è infinita e determinata di segno, e in tutti gli altri 
(in numero infinito) è infinita e indeterminata di segno. 

120. Prendiamo perciò a considerare una serie XMn(^) ove le 
Un{^) sono funzioni che, oltre essere finite e continue in tutto un 
intervallo (a, 6), ammettono sempre una derivata determinata e 
finita (finché n è finito), e sono tali che la serie stessa Sw„(r) é 
convergente per tutti i valori di .r fra a e 6, e rappresenta una 
funzione di x finita e continua f{x). Inoltre ognuna di queste 
funzioni iin(x) ammetta neir intervallo (a, b) dei massimi e minimi 
il cui numero, sebbene sempre finito, vada crescendo indefinita- 
mente col crescere di h, e m modo che a partire da un certo valore 
di n essi si succedano a intervalli minori di qualunque quantità 
data in tutto T intervallo (a, 6); sarà facile allora di vedere che 
quando siano soddisfatte certe altre condizioni semplici, la serie 
I^Un(x) rappresenterà una funzione di x che sebbene finita e con- 
tinua non avrà mai una derivata finita e determinata in tutto 
l'intervallo (a, 6). 

oc 

S'indichi infatti con R^i^) il resto Ju^^ni^) della serie data 
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pel valore x della variabile, e con u'n il massimo valore'assoluto 
della derivata u'„(x) di u„{x) nelV intervallo (a, ò), o il limite 
superiore dei suoi valori assolati; allora per nn pimto a;' qualun- 
que fra a e ò si avrò : 

f(x'+h )-fix') _ «-1 U^ix'+h)-Un(x ') Un,(x'-^h)-ujx') 

h ~ ■^ h "^ h "^ 

"^ h ' 

o anche: 

f{ x'+h)-fix') ^1 , lì„ix'-{h)-R„(x') , u^(x'+h)-4i»(x') 
^r =T)„ ;^ tt H+ ^ + ^ , 

essendo hun numero positivo o negativo sufficientemente piccolo, 
e Yj^ un numero compreso fra — lei che dipende da m, da a?' 
e da h. 

Si consideri ora un piccolo intomo (.r' — A,, a?'-f-Aj) del pun- 
to a;'. In questo intorno, quando m è abbastanza grande, cadranno 
sempre alcuni massimi e minimi di Um(oc] ; quindi se si fa variare h 
in modo che x'-^-h resti neirintorno stesso (a destra o a sinistra 
di a;'), la diflFerenza Um(x'+h)-iim{x) farà anch^essa alcune oscil- 
lazioni, e quando x'-\-h venga a corrispondere al primo massimo 
di Um{x) che succede a x' o altrimenti quando venga a corrispon- 
dere al primo minimo pure successivo a x' a destra o a sinistra, 
la differenza stessa in valore assoluto non sarà mai inferiore 

D 

a -^, essendo D^ la minima delle varie oscillazioni che ujx) fa 

neir intervallo (a, 6). 

Prendasi ora h in modo che x'-\-h cada a destra o a sinistra 
di x' in questo primo punto di massimo o di minimo di Um(x) che 
succede a x' per modo che si abbia in valore assoluto: 

uJ{^x'-\'h)'-uJx')'>-^\ allora se 8m è la massima distanza fra un 

massimo e minimo successivo di Um{x)^ sarà numericamente 
A<[2§m, e quindi A, per m abbastanza grande, sarà piccolo quanto 
si vuole e x-\-ì% cadrà neirintorno che si considera di x\ e si 
avrà inoltre: 
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«-(a;'-|-A) — «,(.e')=a„T-^ ; 

con ciL^=±l dipendentemente da m e dalla posizione di jo' e talvolta 
anche dal segno di A, e con y» dipendente da m da x' e da h ma 
sempre positivo e non inferiore ad uno; e si potrà scrivere perciò: 



— "-^"2Àr"'''-D:? "-+"^ — d:^ — ' 

essendo r(^ una nuova quantità compresa fra — 1 e 1 ; e poiché 
si ha in valore assoluto 2A<[4d.., si potrà anche scrìvere infine: 

essendo rC^ una nuova quantità compresa fra — 1 e 1, e s^ una 
quantità compresa fra e 1. 

Si supponga ora che i massimi e minimi di i^Jx) si succedano 

con tale rapidità nelV intervallo (a, b) che la quantità j~^ e quindi 

anche P altra yT"» abbiano per limite zero col crescere indefi- 

nito di m. 

Indicando con x^ e x^ due punti di massimo e minimo con- 
secutivi di uJipc) cui corrisponde la oscillazione minima D,„, con 
d^ la loro distanza x^-x^ o x^-x^^ e con Xo un conveniente valore 
intermedio, si avrà rf«, < 8« e: 

^^=ujix^—uj,x^=±d„u' J^Xo)=^ „,hji ^ , 
ovvero : 



/ , / 



■^ = s JU ^ , 



g 

essendo e'^ una quantità compresa fra e 1; e quindi se =^ col 
crescere indefinito di w tende a zero, o più generalmente non ha 
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per lìmite Tinfinito, u'^ non tenderà a zero, e perciò la serie £m n 
sarà divergente ('*'). 

Per questa circostanza il fattore V u'n che comparisce nel 

primo termine della quantità fra parentesi delle due formule pre- 
cedenti crescerà indefinitamente con m\ però il prodotto 

A9k HI 1 Q I W— 1 

=r^ 2«*'n, come a fortiori anche T altro =r- \ '^'n, potranno be- 

nissimo avere per limite una quantità finita o almeno non pren- 
dere valori superiori a una data quantità finita. 

48 '"-^ 
Ora se questo prodotto ^p 2 **'•*' ^ almeno il valore assoluto 

deir altro ^r- V w'm si manterrà sempre inferiore all'unità più di 

una quantità finita, e qualunque sia x e il segno di A, per tutti 
. o per alcuni valori di m superiori ad un dato numero arbitraria- 
mente grande, a« avrà sempre lo stesso segno di Il..(^'+A)-RM(a7'); 
o almeno se, esistendo un limite superiore finito dei valori di 
R*(ar'-|-A) — R«(aj') pei varii valori di x' quando h è scelto nel 
modo indicato sopra, e essendo 2R'«, questo limite superiore o 

un numero maggiore, la quantità ^r ^ ^^'^H — fT^» ^ anche sol- 

2*'V 4R' 
tanto r altra ]Qf >, w'n+-Tv-^, ove /*' è il valore assoluto di A, 

si manterrà sempre inferiore ad uno più di una quantità finita, 

allora evidentemente , per A=±0 non potrà mai 

avere un limite determinato e finito ; ma anzi, quando il segno 

(*) Volendo col mezzo di serie coetroire delle funzioni l uh {x) che non hanno 
mai deriyata in tutto nn inteirallo finito (a, 6), era necessario porre la condbsione 
che la serie Z «'« fosse divergente, perchè altrimenti la serie Z « « sarebbe stata 
conrergente in ugual grado fra a e 6, e sarebbe venuto applicabile 11 teorema del §. 105. 
Qui però questa condizione si trova inclusa, come abbiamo visto, nell'altra che la 

quantità rp abbia per limite zero, o, anche più generalmente, non abbia per limite 

r infinito. 
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di a, non dipende da quello di A, il rapporto stesso — 1 

o non avrà yerun limite o da una parte avrà per limite 4~ oc e 
dair altra — oo, e se il segno di a^ dipenderà da h allora potrà 
in alcuni punti aver per limite V infinito collo stesso segno sì a 
destra che a sinistra, ma in altri punti in numero infinito (non 

potendo ^ — -— avere mai un limite determinato e finito) 

dovrà (§. 71) non tendere verso alcun limite senza neppure potere 
aver per limite da una parte -f-oo e dalPaltra — oo . 

121. Per questi risultati si può adunque evidentemente asserire 
che: * quando i termini Un{jci) della serie I/uJ^oc), oltre essere fun- 

* zioni finite e continue nel? intervallo (a, b) e ammettere una 
' derivata prima determinata e finita finché n è finito, sono tali 
'^ altresì che la somma della serie sia una funzione finita e continua 
' f{x) di X nello stesso intervallo, questa funzione sebbene sempre 

* finita e continua non avrà maiìina derivata determinata e finita, 
" e tutt^ al più questa derivata potrà essere in alcuni punti infinita 
' e determinata di segno e in altri (in numero infinito) essere 
' infinita e indeterminata di segno, tutte le volte che si verifi- 
' chino le condizioni seguenti: 

• 1." Che i termini Un{x) nell'intervallo (a, b) ammettano 
' dei massimi e minimi il cui numero, sebbene sempre finito, vada 
'^ crescendo indefinitamente con n, e in modo che a partire da un 
' conveniente valore di n questi massimi e minimi si succedano 
" sempre in tutto T intervallo (a, b) a distanze minori di qualunque 
'^ quantità data. 

"2.'* Che se S. è la massima distanza fra un massimo e un 
'^ minimo successivi di u^(x)^ e D«. è la minima delle varie oscilla- 

* zioni che uj(x) fa nell'intervallo (a, 6), la quantità y~ abbia per 

* limite zero per m= co. 

• 3.° Che il prodotto yp ]S**'«i ^^^ ^® **'» ^^^^ ^ massimi 

'^ fra i valori assoluti delle derivate di Un(x) nell' intervallo (a, b) 

* o i limiti superiori di questi valori, col crescere indefinito di m si 
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'^ mantenga sempre inferiore alla unità più di una quantità finita, 
"" e nello stesso tempo, per tutti o per alcuni valori di m maggiori 
" di un dato numero arbitrariamente grande m\ la differenza 

* uJx'-\-h) — uJix% qualunque sia x\ abbia lo stesso segno di 

* R„(A'-|-fc) — R^(a7'), quando h è scelto in modo che x'-^h cada nel 
" primo punto di massimo o di minimo di uj^x) che succede a a;' a 
'^ destra e ^-sinistra per modo che si abbia in valore assoluto 

* w«(j?'+A)- w«(a?')>-^; o almeno, se quest' ultima particolarità 

' non si verifica o si è incerti, esista un limite superiore /^nito pei 

* valori assoluti di R,„(a?'+A)-R.«(jr') corrispondenti ai varii valori 

'^ di x' e di A, quando li è scelto nel modo indicato, e essendo 2R'm 

*^ questo limite superiore o un numero maggiore, la quantità: 

48 «t-i ^ 4R'^ 
** fP X ^^'\ — fT^ ^^ mantenga sempre numericamente inferiore 

^ air unità più di una quantità finita ». 

E si può notare che in questa condizione 3/ alla quantità 

^- 21 ^ '* ^^ P^*^^ sostituire Taltra ^ ^ m'« «ve A' è il valore 

assoluto di il che spesso si potrà prendere inferiore a 2$^ ; e in 
particolare quando il valore medio fra ogni massimo e minimo 
consecutivi di uS^x) sia nel punto di mezzo dell'intervallo corri- 
spondente al detto massimo e minimo, per lì si potrà sempre porre 

3 

^8«, sostituendo così nella condizione precedente alla quantità 

^- ^ „', l'altra 5^ ^«„. 

Nei casi speciali poi questa condizione potrà ridursi talvolta 
anche meno restrittiva. 

122. Inoltre si può notare che se sono soddisfatte le condizioni 
ora indicate e se (come accade p. es. quando i massimi di ujx) 
sono tutti eguali fra loro e così pure i minimi) il segno di 
<*«(^'+A) — w«(^') quando h è scelto nel modo indicato non dipende 
da A, la derivata della nostra funzione f{pc) non potrà mai neppure 
essere infinita e determinata di segno, ma o non esisterà aff'atto 
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perchè il rapporto "^ i — prenderà continuamente valori 

positivi e valori negativi o almeno oscillerà continuamente tanto 
per h positivo che per h negativo, o tutto al più potrà essere -^-co 
da una parte e — oo dalP altra. £ se per ogni valore di x' esiste- 
ranno dei valori di m pei quali a« o uJ^x'-\-h) — uj^x) sia positivo, 
e altri pei quali invece sia negativo quando h ha uno stesso segno 

positivo o negativo, allora il rapporto l — ^^^ coli' impic- 

colire di h per valori positivi o per valori negativi oscillerà conti- 
nuamente fra limiti arbitrariamente grandi positivi e negativi, e 
la derivata di f{x) non potrà mai riguardarsi neppure come infinita 
e determinata o nò di segno, ma dovrà riguardarsi come non 
esistente affatto. 

123. Daremo poi degli esempi speciali di funzioni che in con- 
seguenza di ciò che abbiamo esposto non ammettono mai una 
derivata determinata e finita in qualunque punto di un inter- 
vallo dato. 

Ora vogliamo dare anche un altro teorema del genere di 
quello sopra enunciato, che in parte si trova in esso compreso, 
e in parte nò. 

Ammettiamo perciò che le funzioni uJix) che compariscono 
nella serie Y.Un{^)^ oltre a soddisfare alle condizioni poste in prin- 
cipio del §• 120, ammettano anche una derivata seconda finita e 
determinata (finche n è finito) in tutto T intervallo (a, &). Allora 
si avrà: 

essendo 9„ un numero compreso fra e 1 che dipende da n da x' 
e da A; e quindi sarà: 

-\ L ; 
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e se ti'n è il massimo valore assoluto o il limite superiore dei 
valori assoluti di u''n(iv) nelV intervallo (a, 6), si potrà anche 
scrivere: 

+ jl , 

essendo yj^ un numero compreso fra — lei. 

Similmente per un altro valore h^ di h si avrà: 

f{x'+ht)-f{x') -=\ . ,.,, , ^, i «^1 . , R.(x'+A,)-R.(a:') 



K 






, i«.(a?'+^,)-w.(x') 



essendo y]'» una nuova quantità compresa fra — 1 e 1, e quindi 
sarà: 

"^ ft A, • 

Si supponga ora che quando x passa da a a &, essendo a<Cb^ 
i massimi di ujoa) che successivamente s^ incontrano siano tutti 
uguali o almeno non vadano diminuendo, e i minimi invece siano 
pure tutti uguali o almeno non vadano crescendo. 

Allora se per h si prende il valore positivo che fa cadere 
x'-^-h nel primo massimo o minimo di uj{a;) che succede a x\ 
come si fece al §. 120, e per h^ si prende invece il valore mag- 
giore di h che fa cadere ju'-^hi nel minimo o nel massimo che 
succede a ar'+A, la differenza w«(.>p'-|-*ì) — ^'J(po') sarà zero o sarà 
di segno contrario all'altra uJx'-\-h)—uJ^x'); e quindi indicando 
con D'm la massima delle oscillazioni che fa uj^x) neìV intervallo 
(a, &), si avrà: 
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=*-'^-Ì^0+2s'.^")' 



essendo e», e e'« qaantità positive compre^^e fra e 1, e a« e y« 
avendo i significati dei paragrafi precedenti; e quindi si potrà 
scrivere: 

.,. f{x'+h)-f{x) /](x'+fe,)-/(a;') _«.Tf.D,;a.i,i, /»«<--i 

(1) — h h, 2a-|i7d:?" "+ 

e essendo h<^h^ si avrà anche : 

f{x+h) -f{x ') f(x'-]rh d-K^') _ «.T.D.( . /l/^+Ai)"v' " . 
A ~ A, "- 2A ("i- D~-f'''*+ 

,2^ g. R.0>6--+/0- R.(a;0 ,^ ^^ RJx+;e,)^R,(a:0 . ^\ 

'""* D« ""• D« "T""r ipj 

essendo t)*„ una quantità compresa fra — 1 e 1 e £"„ e e"'^ quan- 
tità comprese fra & 1. 

Ammettiamo ora che i massimi e minimi di uJix\ oltre a 
soddisfare alla condizione posta sopra rispetto ai loro valori, si 

succedano con tale rapidità che il rapporto |^ col crescere di m 

prenda soltanto valori che non vanno al di là di un numero finito, 
e osserviamo che ciò che si dice per h e h^ positivi può ripetersi 
per A e A| negativi ; si vedrà suhito (come nei casi considerati nei 
paragrafi precedenti) che, in questa ipotesi, se avviene che per tutti 
o per alcuni valori di m superiori a un numero arbitrariamente 
grande i valori scelti di A e Aj facciano acquistare alle differenze 
R-.(^'+A) — ^Jix% e R^(^'4-A,) — R«( r') segni eguali e con- 
trarli respettivamente a quello dit/«(r'-f /<) — uj^cc') (o di a J, allora 



- 157 — 

basterà che il prodotto .p^ * 2 ^*»» ^^ mantenga inferiore 

alVunità più di una quantità finita, perchè in valore assoluto 

,a differenza M±!^m _ fi^±^^ .«a s<.nda al 

h h^ 

disotto di un certo limite; e quindi, poiché per m abbastanza 
grande .^'+A, e x'-\-h^ vengono a cadere in un intomo piccolo 
quanto si vuole di x\ basterà il verificarsi di queste circo- 
stanze (§. 22) per potere concludere che f{x) nel punto qua- 
lunque x' non ammette una derivata determinata e finita. Lo 
stesso poi accadrà anche se non sono soddisfatte le condizioni 
che ora abbiamo date rispetto ai segni di una o di tutte e due 
le diiferenze R.(j?'+A) — R«,(x'), R„(a7'+A|) — ^Jjx') quando h 
e A| sono scelti nel modo indicato, purché allora esista un limite 
superiore finito dei valori assoluti di queste differenze pei varii 
valori di x' di Ae di A^ , e essendo 2R'm questo limite superiore o un 

numero maggiore, la quantità -~r — - \ ^"«+2^ |j-- con t=2 o 

;=4 si mantenga inferiore alla unità più di una quantità finita; 
talché in tutti questi casi la derivata di i\x)^ non essendo mai 
finita e determinata, potrà in alcuni punti essere infinita e deter- 
minata di segno, ma in altri, in numero infinito, dovrà non esi- 
stere affatto o tutt^al più essere infinita e indeterminata di segno. 
E si può notare che onde non esista una derivata determi- 
nata e finita di /][.'■) basterà che le condizioni ora indicate rispetto 

alle quantità ^^^^fu\, o ^^.pl'^ u\+2t^ siano sod- 

disfatte quando in esse per h si pone 23., e per h^ si pone 39^; e 

se come si disse in fine del §. 121 il valore medio fra ogni massimo 

e minimo consecutivi di uj^x) cade nel mezzo delP intervallo 

corrispondente allo stesso massimo e minimo, per h si potrà 

3 5 

porre ^-8,„ e per A^ si potrà porre j^S«„ riducendo così le quantità 

stesse a -g-^ y »« «« « "d^ 5 « »+2<^ . 
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Nei casi speciali poi questa condizione potrà talvolta ridursi 
anche meno restrittiva. 

124. Facciamo ora alcune applicazioni dei risultati precedenti. 

Prendasi Un(x)=anVn{bwOo)^ ove le a^ sono costanti tali che 
la serie Ita'n dei loro valori assoluti a » sia convergente, le bn 
sono quantità positive che crescono indefinitamente con n e per 
modo che il prodotto anbn non abbia per limite zero per n=oo , e 
le Vn{y) sono funzioni finite tali che per tutti i valori di ;/ le loro 
derivate t; »(2/), v^niv) non superano mai in valore assoluto una 
quantità finita A, e i loro massimi e minimi sono uguali ale 
a — 1 e si succedono a distanze fisse dn sempre minori di una 
data quantità finita per qualsiasi valore di n. 

Allora le funzioni Uh(x) avranno i massimi e minimi alle 

distanze r^, e secondo le notazioni dei paragrafi precedenti si 

j 

avrà Sm=j^^ D^=2a«, e la serie Sf/„(a?)=2a»t7n(6n^) sarà con- 
cai 

veigente in ugual grado in qualunque intervallo, e quindi rap- 
presenterà una funzione finita e continua di x per qualsiasi valore 
di X (§. 98). 

Inoltre per questa serie si avrà, sempre in valore assoluto, 
R.(x)<R'«, R«(a;'+ft; — R^(a;')<2R'«, essendo R'^ il resto 

y a'n della serie Za'»; quindi, per quanto si trovò nei paragrafi 

precedenti, si può asserire che la funzione iMnVnibnOc) non avrà 
mai una derivata determinata e finita, e tutt^al più questa deri- 
vata sarà infinita ma sempre indeterminata di segno (§. 122), 
tutte le volte che si avrà lim a^b^ = oo e: 

per qualunque valore di f n e anche al limite per m=ao ; e simil- 
mente la stessa funzione non avrà mai una derivata determinata 
e finita quando il prodotto aj>^ sarà qualunque senza però avere 
per limite zero, e si avrà: 
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e se i valori medi fra i massimi e minimi consecutivi di Vn{y) 
cadranno nel mezzo delP intervallo dn corrispondente, a queste 
condizioni si potranno sostituire le altre: 



(5) 






dovendo insieme alla prima di queste coudizioni il prodotto aj>^ 
aver per limite T infinito per m = cx) , e insieme alla seconda 
potendo il prodotto stesso a'J>^ essere qualunque purché però il 
suo limite, se esiste, sia diverso da zero; e in questo secondo 
caso per la formola (1) si vedrebbe pure facilmente che la seconda 
di queste condizioni può anche rendersi meno restrittiva col 
ridurla airaltra: 

Osserviamo infine che, siccome si ha : 

J-«(a:'+*)=^'M'»'+*). 

se a partire da un certo valore di n le quantità dn sono costanti 

e uguali a (2, e i rapporti -~— per 8>0 sono numeri interi dispari 

e tutte le funzioni Vn(x) hanno i loro massimi e minimi nei punti 
0, ±d, ±2d, ±3d,..., basterà che 6«(.x?'+A) corrisponda a un 
massimo o a un minimo di Vn{y) perchè bm^ (^'-f*^) corrisponda 
pure a un massimo o a un minimo respettivamente di vm+»{7j) ; e 
quindi allora, se si ammette anche che le quantità On a partire da 
un certo valore di n siano tutte positive, la differenza: 

B.,(x'-\-h)—R^(x')=%an\vn[bn(:V'-\-h)\ — P^^ •'»') ( 

«l+l 
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o sarà nulla o avrà lo stesso segno di uJx'-^-h) — u„{*v)^ mentre 
Valtra differenza R^(x'-\-h^) — R«(j7') che si considerò nel §. 123 
avrà segno contrario, e perciò in questo caso in cui, almeno a 
partire da un certo valore di n, le a» sono positive e i quozienti 

-—^ per s>0 sono numeri interi dispari e le dn sono costanti 

e uguali a d^ le condizioni (2) e (3)si riducono respettivamente alle 
altre più semplici: 

e le (4) e (5) si riducono alle altre : 

2 a^b„T a^b\ T 



Le stesse condizioni poi si avranno anche quando i massimi 

13 5 

e i minimi di Vn(y) sono nei punti ± ^d, ± ^rf, ± ^ e/,.... pur- 
ché allora i rapporti -^, oltre essere numeri interi dispari, siano 

della forma 4p«-|-l essendo p» un numero intero. 

125. E così, in particolare, supponendo an=±a", fc»=6" 
con a positivo e minore di uno, e b positivo e maggiore di uno, 
si vede subito di qui che se le funzioni Vn{'f) hanno i loro massimi 

e minimi nei punti 0, ± rf, ± 2d, ± 3d, , e i valori medii di 

Vn{y) fra questi massimi e minimi consecutivi sono nei punti 

13 5 

±^d, ± n^? i ^d ,...., e se inoltre i è un numero intero dispari, 

e si ha: 

(7) a6>l-|-|Ad, o aò2>l+3AcP, 

essendo nel primo caso a6>l e nel secondo a6>l, si può assicu- 
rare che la serie Xa*'t;„(6"j7) rappresenterà una funzione di x finita 
e continua che non avrà mai una derivata determinata e finita 
in nessun punto, e nel primo caso questa derivata non potrà mai 
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neppure essere infinita e determinata di segno. Lo stesso poi e 

negli stessi casi accadrà quando i massimi e i minimi di Vn(y) 

13 5 
saranno nei punti ± -d^ ± -rf, ± ^d<,,.. e i valori medi saranno 

l^ a a 

nei punti 0, ± J, ± 2f/ , . . . . , se t, oltre essere un numerodispari, 
sarà della forma 4p-|-l. 

Similmente poi, osservando che quando an=±a**^ si ha 

R'«=^^^, si potrà anche asserire che nel caso di b positivo ma qua- 
lunque, come anche nel caso che, essendo ancora b numero dispari, 
i massimi e minimi di Vn{y) non siano nei punti 0, ±e?, ± 2f/,... 

1 3 

o nei punti ± ^d^ ±- d, .,. , e in. generale quando non si rientri 

in uno dei casi precedenti, la serie S±a"'i?n(&**a?) rappresenterà 
ancora dna funzione di x che, sebbene sempre finita e continua, 
non avrà mai una derivata determinata e finita, tutte le volte che 
sia soddisfatta l'una oV altra delle due condizioni seguenti: 

con a&>l quando si ha la prima condizione, e a6>l quando si 
ha la seconda; e se i soliti valori medj di Vn{y) saranno nei punti 
di mezzo degli intervalli compresi fra un massimo e un minimo 
consecutivi, allora a queste condizioni si potranno anche sostituire 
le altre: 

^^ ^ 2 ab-1 ^ l~a ^ ^ ' ab'--l + 5 1-a ^ ' 

e quando sia soddisfatta la prima di queste ultime condizioni o 
la prima delle due precedenti si potrà anche asserire che la nostra 
serie non potrà aver mai neppure una derivata infinita e deter- 
minata di segno in nessun punto. 

E si può notare che evidentemente insieme alle condizioni (7) 

3 
dovrà essere b^l-^^kd^ o t^>l-j-3Ad^, perchè a<Cli ^ insieme 

alle prime delle condizioni (8) o (9) si dovrà avere a<iwi mentre 

a 
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insieme alla seconda delle (8) sì dovrà avere a<CFi ^ insieme alla 

o 

5 

seconda delle (9) basterà invece che sia «<Cp^- 

126. Più particolarmente ancora, prendendo Vn (//) = cos |/, 
o t'n(y)=senj/, si trova che la serie Xa'*cos6"r considerata già dal 
signor Du Boia Reymond rappresenta una funzione di x che, 
sebbene sempre finita e continua, non ha inai una derivata deter- 
minata e finita tutte le volte che b è un numero intero disparì, e 

3 
a6>l+-ic, o a6*>>l+3;r*, con a&>l nel primo caso e ab'>l 

nel secondo; e lo stesso accade nei medesimi casi per la serie 

2a••sen6^r se b oltre essere un numero dispari è della forma 

4p-\-l. — Inoltre nel primo di questi casi (quello cioè in cui 

3 
ab^l+~7c) la derivata della nostra funzione non potrà mai 

neppure essere infinita e determinata di segno, ma dovrà o essere 
infinita e indeterminata di segno in ogni punto o non esistere 
affatto. 

E similmente^ anche se non si rientra in questi casi, le serie 
2 ±a"cos6"tr, S±a"seni"a; sebbene rappresentino funzioni di x 
finite e continue non avranno mai una derivata detenninata e 
finita, tutte le volte che sarà : 

TTr-f-Tx + T — <^ 1 ovvero 6> - ?1+ — r— ^^ , con 6r6>l , 
2(a6-l) ' 1-a "^ a / ' 2 l-3aj ' -^ 

o: 

3^2 . 16 a 



ciò che porta che nel primo caso sia a<C-Q i © nel secondo sia 

mvece «<Ioi • 

Più particolarmente ancora, prendendo per esempio 6=7 con 
a^'^^f l-f-^TC j, ovvero: <^>0, 82, e prendendo fe=9 con: 
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a>r[l-f-g;r ], ovvero: a>0, 64^ si potrà dire che le serie: 

00 00 00 

2a"coa7"J?,y «"cosO^J?, 2l«"sen9*»x rappresentano funzioni di ìf, 

che sebbene sempre finite e continue, non hanno mai una derivata 
determinata e finita, o infinita e determinata di segno. 

Prendendo 6=31, o =33,... con a=r» siccome allora è 

soddisfatta la condizione aò*>14-3«*, e a6=l, si conclude che 

le serie : ^ ^ cos(3r»a?), ^ ^ cos(33«a?) , ^ g^- 8en(33«a;), . . . 

non hanno mai una derivata determinata e finita, ec 

Condizioni analoghe si avrebbero per la non esistenza delle 
derivate delle funzioni: 

2«»cos2^-+^6n^ , 2^nseu2/'H+*6^a7 , yanBn^^n*%iX , 2^Hcn^-**fcHr,.... 

ove sn e cn rappresentano le funzioni ellittiche seno e coseno 

amplitudine quando il loro modulo è reale e minore di uno ec. 

127. Torniamo ora a considerare la serie generale £anffi(&M^)i 

limitandosi però per semplicità al caso in cui le Un sono tutte 

positive, i massimi e minimi di Vn{y) sono nei punti 0, ± d, ±2d,... 

13 5 

o sono nei punti ± ^d^ ±^dj ± ^(/, .... e i soliti valori medi 

. • 1 3 
sono nei punti + — d, ±^d,... o nei punti 0, ±d, ±2rf,...., e da 

un certo valore di n in poi i rapporti -^ sono numeri dispari 

qualunque o della forma 4p»+l. 
Allora, ponendo: 
«1-1 

~"^J^^7J <^on2=l,o=2, 

se a partire da un certo valore di w, c« per g=l sarà superiore 

3 
a 2 -^^^ ® P^^ ?=2 sarà superiore a 3Arf*, la funzione £ai,t7n(&««^) 
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per q=:2 non avrà mai una derivata determinata e finita, e per 
^=1 questa derivata oltre a non essere mai determinata e finita 
non potrà mai neppure essere infinita e determinata di segno. 
Ora, per w>2, dalla posizione precedente si ha: 









quindi sarà: 

«--**»-. (1+^ )=---. 

e da questa, cangiando m in m — 1, wt— 2,... 2 e poi moltipli- 
cando, si otterrà la formola seguente : 

(10) aJ^^={U€,) (1+0,) . . . (l+o_,)^a,ft^ 

che varrà anche per m = 1, quando allora al prodotto 
(l+(?i)(l+C2) . . (1+^-0 si sostituisca l'unità. 
Ma, poiché dalla formola precedente si ha: 



non si potrà alle c^ e h^ lasciare tale arbitrarietà che la quantità 

(c«-| — ~ ) 77~^ possa avere un limite maggiore dell'unità per 

i»=a) perchè altrimenti la serie Xa,, sarebbe divergente; e noi 
per esser sicuri della convergenza di questa serie ammetteremo 
senz'altro che si debba avere per tutti i valori di m e anche al 
limite per m=30 : 



h 3 

ciò che porterà che il rapporto r-^ dovrà esser superiore a ^kd^ 
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o altrimenti il rapporto fj-^ dovrà essere superiore a 3A(P, per 

tutti i valori di m e' anche al limite. 

3 

Ora, ammettendo date le c^ e superiori a ^ Ad o a 3AcP , e 

sempre finite, sarà sempre possibile determinare le hn in modo che 
la condizione precedente sia soddisfatta e che a partire da un certo 

valore di n in poi i rapporti -^ per s intero siano numeri interi 

dispari qualunque o anche della forma 4p,+l, e allora per mezzo 

della formula (10) resteranno determinati anche i valori della an e 

solo nel caso di q=2 resterà a farsi in modo che non sia lim anftn=0; 

come anche se sono date invece le i„, e queste crescono indefini- 
ta 
tamente con n in modo anche che y-— sia sufficientemente supe- 
ri»— i 



riore a ^ Arf, o ^^-^ sufficientemente superiore a 3 AcP, si potran- 



3, , i^. 

no sempre prendere le c„, in modo che la condizione precedente 
sia soddisfatta, e con ciò resteranno determinate anche le a» per 
mezzo della (10), e solo nel caso di j=2 resterà ancora a farsi in 
modo che non sia lima„ftH=0; talché si potranno così costruire 
facilmente infinite serie molto semplici Xa„r„(ftna') che rappresen- 
tano funzioni che sebbene sempre finite e continue non hanno 
mai una derivata determinata finita. 

128. In particolare dunque, prendendo le Cn costanti e uguali 
3 

a ^V Arf, o ByAcP, con Y maggiore di uno, si potrà prendere 

ÌH=(2pi+l) (2pa+l) ••• (2pw+l)i purché a partire da un certo 

3 
valore di n in poi si abbia nel primo caso pf^^{kd^ e nel secondo 

2pH+l>V^Ì+37Ad-; e poiché allora dalla formola (10) in questi 
casi si ha respetti vamente : 



0»= 



K\+^kd)« 



(11)1 " (2p,+l)(2;>,+ l)..(2i>„+l)' 

Jfc(l+3YAcP)» 



o«= 



{2p,+\n2p^+\f...{2p,.+\r 
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con k costante, sì conclude che quando i massimi e minimi di 

^h{v) sono nei punti 0, ±d, ±2d , . . . e i soliti valori medi sono 

13 
nei punti ± ^d, ± ^d, . • ., la serie "LanVnQìw^) ove, a^ e hn hanno gli 

indicati valorì(ll), e da un certo valore di n in poi nel primo caso 
3 



si ha2>H> jYAd, e nel secondo si ha: 2/>,i+l>v l-j-SyArf*, e 

.. (1+3y A(P)»* , ^ c 

Uni ; , — i -^ r>s — r -.x /^ rTT J> ^ » rappresenterà una fun- 

(2^4+1) (2|>2+l) . . {2pn+\) 

zione di x che sebbene sempre finita e continua non avrà mai una 

derivata determinata e finita, e nel primo caso non potrà neppure 

averla infinita e determinata di segno. 

Lo stesso poi accadrà anche quando i massimi e i minimi 

13 5 
di t?»i(y) sono nei punti ± ^rf, ±prf, ± -^-rf,... e i soliti valori medi 

sono nei punti 0, ±d, ±2d, ..., purché allora le pn da un certo 
valore di n in poi siano numeri pari. 

129. Queste serie al solito, quando si prenda Vn{y) = cosy, 
«^»(y)=8en2/, si riducono alle due ^ancoibnoc^ la^sen Jnr, che, quando 
an e bn soddisfano alle condizioni ora indicate, non hanno mai 
una derivata determinata e finita. 

In particolare prendendo |>i=l, />i=2, . . . />«=», si ha che 
la serie: 

ove a>l+-)^7r, rappresenta una funzione di x che sebbene sem- 
pre finita e continua non ha mai derivata determinata e finita. 
Lo stesso accade della serie: 



3C j«)i 



? r5T9^:7(4»+ì) -"[!••- ^•••<^''+i)^i- 



per a>l-|-jfj:, ec. . . 
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Altre considerazioni generali riguardanti special- 
mente la esistenza delle derivate delle funzioni 
finite e continue (*). 

• 

130. A complemento di quanto abbiamo esposto intorno alle 
derivate delle funzioni finite e continue in un dato intervallo, 
trovo ora opportuno di aggiungere le considerazioni seguenti. 

Sia f{x) una funzione finita e continua di a? in tutto uii 
intervallo (a, b) (gli.estr. inclus.) nel quale essa ammette una 
derivata sempre determinata e finita f{x). Se un punto interno 
di questo intervallo appartiene a un tratto di invariabilità di f(x)^ 
o se in esso la funzione è massima o minima, la sua derivata f'{x) 
in quel punto (essendo determinata e finita) dovrà essere zero; 
e perciò se in qualunque porzione dell'intervallo (a, b) la fun- 
zione f{x) senza essere sempre costante avesse sempre dei tratti 
dUn variabilità o dei massimi e minimi, la sua derivata f'(x) 
dovrebbe essere zero in infiniti punti di qualunque porzione 
comunque piccola dell' intervallo stesso. Segue da ciò (§. 45) che 
se la derivata f{x) di una tal funzione f{x)^ oltre essere deter- 
minata e finita in tutto l' intervallo, in un punto x' fosse anche 
continua, essa dovrebbe essere zero anche in questo punto; e se 
fosse continua in tutto V intervallo essa sarebbe sempre zero, e 
allora f(x) sarebbe sempre costante; quindi si può evidentemente 
asserire che: 

1.** Se una funzione f(x) senza essere sempre costante ha dei 
tratti d'invariabilità o dei massimi e minimi in un intervallo nel 
quale essa ammette una derivata sempre finita e continua, in qual- 
siasi porzione dell'intervallo stesso che non corrisponda a un tratto 
d'invariabilità dovranno esisterne altre nelle quali la funzione non 
fa oscillazioni ed è sempre crescente o sempre decrescente, 

2.** Se una funzione f{x) in qualsiasi porzione di un intervallo 



(*) Gli studii che io raccolgo in questo capitolo sono stati fatti dopo che la stampa 
del capitoli precedenti era qnasi compiuta. Questa circostanza spiegherà facilmente 
come sia avvenuto che nei capitoli precedenti si trovino dei teoremi o delle osservazioni 
che, dopo di avere rinvenuto i teoremi più generali che ora darò, avrebbero potuto 
benissimo omettersi, tenendo un ordine un poco differente. 



— 168 — 

(a, 6) nel quale non è sempre costante ha sempre dei tratti dHn- 
variabilità o dei massimi e minimi, la sua derivata non potrà essere 
determinata e finita in ogni punto a meno che non sia infinite volte 
discontinue {§. 26); e allora (§. 78) queste discontinuità della deri- 
vata f{x) dovranno essere tutte di seconda specie, e nei punti ove 
si ha continuità la derivata stessa dovrà essere tiguale a zero. 

Da questo poi si può anche evidentemente inferirne che per 
le funzioni finite e continue che in un dato intervallo non hanno 
sempre uno stesso valore ma in qualunque porzione dell'inter- 
vallo stesso hanno sempre dei tratti d' invariabilità o dei massimi 
e minimi, non potrà mai parlarsi di derivata seconda, e il più 
spesso neppure sarà da parlarsi della loro derivata prima; e quindi 
non potrà mai applicarsi loro il calcolo differenziale, almeno 
quando oltre alla prima si vogliono considerare le derivate di 
ordine superiore. 

181. Sia ora f{:r) una funzione finita e continua di x in tutto 
un intervallo (a, b) (gli estr. inclus.), e nei punti di questo inter- 
vallo essa ammetta una derivata numericamente inferiore a un 
dato numero positivo À, o almeno sia tale che per ogni punto x 

il rapporto l coli' impiccolire indefinitamente di h 

per valori positivi o per valori negativi, sebbene possa non ten- 
dere verso alcun limite determinato, finisca per mantenersi sem- 
pre numericamente inferiore a un dato numero positivo A (*). 
Questa funzione f{x) potrà in vicinanza di alcuni punti o in tutto 
l' intervallo (a, b) avere o nò infiniti massimi e minimi, o presen- 
tare dei tratti d' invariabilità, però è facile vedere che da essa se 
ne potrà sempre dedurre un altra per la quale non si hanno 
oscillazioni né tratti d' invariabilità, mentre però restano le stesse 

le particolarità relative alla derivatalo al rapporto — r — -^. 

Si formi infatti la funzione: 

(") A. questa classe appartengono evidentemente anche le funzioni per le quali 
TinteiTallo {a,h) può dividersi in porzioni tali che iu ogni intervallo preso in esse 
il rapporto dell* oscillazione della funzione ali* intervallo corrispondente è sempre 
inferiore a un numero finito. 
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B 

ove f{x) è la funzione di primo grado xi- ^(B cost.) o più general- 
mente è una funzione di x fra a e b che, se p. es. a^ò, oltre essere 
sempre finita e continua, è sempre crescente da a a ò e ammette 
sempre una derivata positiva e non inferiore air unità, o almeno è 

tale che per tutti i valori di a: fra a e ft il rapporto ^ l~"^ ^ 

col tendere di h a zero per valori positivi o per valori negativi 
finisce per non essere mai inferiore alla unità positiva. 
Per la funzione V(x) si avrà: 

V( x±h)-'F(x) _ _^ f(x±h)— f{x) ^{x±h)-ft{x) 

±h ±h •" ±h ' ' 

quindi per ogni valore di a? fra a e b, quando h è positivo e suffi- 
cientemente piccolo, si avrà sempre evidentemente: 

F(ar+A)— F(a;)>0 , F(ar— A)-.F(a?)<0 , 

e perciò questa funzione ¥(x) uelVinterfìo dell' intervallo (a, b) 
non potrà avere tratti dMnvariabilità o avere massimi o minimi, 
e quindi sarà sempre crescente fra a eb. 

Similmente si troverebbe che la funzione ± f{x) — Af(a:) è 
sempre decrescente fra a e 6 ; quindi osservando anche che se si 
pone: 

F,{x)=f{x)+Af{x) , Fj(.r) = - /(x)+ A?(a?) , 



si ha: 



TK^)— 2 ~ 2 ~ 2 ~ 2 ' 



e anche: 

f(x)=l\ix)-Af{j;) ,. . . . 

si concluderà subito intanto che se f{x) è una funzione finita e 

continua di x in tutto uu intervallo (a, b) nel quale ha sempre una 

derivata determinata e numericamente inferiore a un numero finito 

A, o almeno è tale che il rapporto — . — -— per ogni valore 

di x coir impiccolire di h per valori positivi o per valori nega- 
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gativi, sebbene possa non tendere verso alcun lìmite determinato, 
finisce per mantenersi sempre numericamente inferiore a un dato 
numero finito A, allora, quand'anche questa funzione in vici- 
nanza di punti speciali o in tutto P intervallo (a, b) abbia dei 
massimi o minimi, o presenti dei tratti d' invariabilità, cangiando 
se si vuole il suo segno e aggiungendole la funzione di primo 
grado ±Ax-f-B, o anche una funzione più generale ±Arp{x) 
determinata come si disse sopra, si formerà sempre una funzione 
F(x)=±f{x)±Af(x) che non farà più oscillazioni frs, a eb e sarà 
sempre crescente o sempre decrescente; e in questo caso la fun- 
zione data f(v), quand'anche, come si è detto, presenti infiniti 
tratti d'invariabilità o infiniti massimi e minimi potrà sempre 
riguardarsi come somma di due funzioni V una sempre crescente 
e l'altra sempre decrescente, o come differenza di due funzioni 
ambedue crescenti o ambedue decrescenti. 

132. La funzione sempre crescente f{x) che moltiplicata per 
la costante positiva A si aggiunge o si toglie a fx) onde farle 
perdere i massimi e i minimi o i tratti d'invariabilità, formando 
così una funzione F(^) senza oscillazioni fra a e 6 e sempre cre- 
scente o sempre decrescente, potrà come abbiamo detto essere 
una funzione di primo grado, o più generalmente, essere una fun- 
zione che ammetta una derivata determinata sempre finita e non 
inferiore all'unità. Allora la nuova funzione ¥(x)-=±f{x)±A^{x) 
rispetto alla derivata si comporterà come la funzione primitiva 

f(X)^ e il rapporto — ^^ -jj — ^— ^ sarà sempre compreso fra due 

numeri a e ^ ambedue positivi o ambedue negativi e diversi da 
zero; quindi si può anche evidentemente concludere (come già 
enunciammo sopra) che partendo da una funzione f{x) che rispetto 

al rapporto i — goda delle proprietà suindicate, che 

manchi di derivata in tutti in alcuni punti dell'intervallo (d, i), 
e che abbia dei tratti d'invariabilità o che in vicinanza di alcuni 
punti speciali o in tutto l'intervallo abbia dei massimi o dei minimi, 
si potrà sempre formare una funzione ±f{x)±Ax (o più general- 
mente ±^(./')±Ay(.rì ì che non abbia oscillazioni e sia sempre 
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crescente o sempre decrescente e che manchi ancora di derivata 
negli stessi punti soltanto. 

In particolare dunque prendendo per f(x) le funzioni : 
/./ X xS 1 -% / l ^/ \ 'gsennXKsenrioffsen'nrffl 

degli esempi 1/ e 2.' del §. 116, si può asserire che, se A è una 
costante positiva abbastanza grande, le funzioni ±f^{x)±Ax^ 
±f9{or:)±Ax che si deducono da f^{x) e da f^(x) non fanno mai 
oscillazioni, sono sempre crescenti o sempre decrescenti, e man- 
cano ancora di derivata in tutti i punti razionali ; e propriamente 
nei punti razionali per la prima esistono le derivate a destra e 
quelle a sinistra dei singoli punti, ma sono differenti le une dalle 
altre, mentre per la seconda sì le derivate a destra che quelle a 
sinistra non esistono affatto. 

E se s^ indicano con t^ , /^, . . . im dei numeri irrazionali tali 
che i loro rapporti siano ancora irrazionali, si vede pure che le 
funzioni : 

F(x)=«/,(x)+«/,(^:)-f «/,(!)+ . . . +a.f^(~^±Ar , 

quando le a^, a^, a^, . . Om^ 6^, b^, bm sono costanti diverse da zero 
e A è un altra costante positiva e abbastanza grande, sono sempre 
crescenti o sempre decrescenti, e mancano di derivata in tutti ì 
punti razionali e in tutti i punti irrazionali corrispondenti ai 
valori di x della forma: a:=/^a, a?=«^a,, ..x=ittaL^ ove a è un 
numero razionale qualunque; talché chiaro dì qui apparisce che 
la mancanza della derivata in alcune funzioni anche in un numero 
infinito di punti di qualsiasi intervallo comunque piccolo, non 
può, almeno in tutti i casi, essere attribuita alla presenza di 
infiniti massimi e minimi o di infiniti tratti di invariabilità nelle 
funzioni stesse. 

Si deve poi notare che se per f{x) si prende una funzione 



^ 172 ~ 

pÌ8r la quale il rapporto ^^^ — -—j — ^-^-^ coir impiccolire di h per 

valori positivi o per valori negativi si mantiene sempre superiore o 
uguale alVunità positiva, e almeno per alcuni valori di x finisce 
per prendere anche valori arbitrariamente grandi positivi, allora la 
funzione P(.r)=s=±/Ta?)±'A^fa7) sarà ancora sempre crescente o 

alcuni valori di or, coli' impiccolire di h oscillerà fra e oo o 
fra e — oo respettivamente. 

133. Ammettiamo ora che la nostra funzione /*(x), mante- 
nendosi ancora finita e continua nell'intervallo (a, &), sia tale 

che il rapporto -^ — ^—7 — ^^, almeno per alcuni valori di x fra 

a e &, coir impiccolire di h per valori positivi per valori nega- 
tivi, p. es, per valori positivi, possa anche finire per prendere 
valori maggiori di quantità arbitrariamente grandi date; ma se 
CIÒ avviene i segni di questi valori grandissimi siano sempre gli 
stessi per ciascuno dei valori di a? (in numero finito o infinito) 
pei quali questa circostanza si presenta, per modo cioè che allora 

il rapporto ! — -^ì considerato per ogni valore di x fra 

a e &, coir impiccolire di h per valori positivi finisca per non 
potersi riguardare come compreso altro che fra e e +00 o fra e 
e — 00 , essendo e un numero finito positivo o negativo (senza 
però che queste condizioni esigano che per alcuni valori di a? si 

^ ì- f{^+k)—f{^) , ^ 

abbia necessariamente: lina '-^ — '—{ — '— ^= -f-00 , o = — 00 1. 

Allora, supponendo dapprima che per tutti i valori di a? fra 

a e 6 il rapporto — \ quando h si avvicina indefinita- 

mente a zero per valori positivi finisca per trovarsi sempre com- 
preso fra <; e p, essendo e un numero finito e positivo e p un altro 
numero positivo esso pure ma che può essere +00 , si osser- 
verà che per ogni punto x interno all'intervallo (a, b) e per x=a 
quando h avrà valori sufficientemente piccoli e positivi dovrà 
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sempre essere A^+*) — /l^)>0, e si vedrà perciò che nei punti 
intemi alP intervallo (a, h) la funzione f{x) non può avere tratti 
d^ invariabilità o avere massimi, e neppure potrà avere minimi, 
perchè altrimenti se avesse un minimo p. es. in un punto interno a, 
in un altro punto a^ intendo alP intervallo (a, a) dovrebbe avere 
un massimo, e questo non può essere; quindi nel caso conside- 
rato la funzione f{x) sarà sempre crescente fra a e 6 e il rapporto 

_.-£ — anche per n negativo sarà sempre compreso esso 

pure f ra e e P o almeno fra e oc . 

Invece se e è negativo, ^ restando ancora positivo e potendo 
essere -f~^ i 1& funzione f{x) fra a e ò avrà dei massimi e dei 
minimi e potrà anche presentare dei tratti d^ invariabilità; però- 
allora indicando con A una quantità positiva superiore al valore 
assoluto di e, e considerando la funzione V(x)^f(x)'{-Atp(x)^ ove 
f{x) è scelta nel modo indicato nei due pari^rafi precedenti, 
si ricadrà nel caso considerato ora, e quindi questa funzione F(^) 
sarà essa pure sempre crescente, e quando si prenda A abbastanza 

grande, il rapporto corrispondente — '- — . pei varii valori 

di X colPimpiccoIire di 7i tanto per valori positivi che per valori 

negativi rimarrà sempre compreso fra a e ^' essendo a diverso da 

zero e positivo, e p' essendo positivo e potendo anche essere +oo . 

Similmente se p è negativo, potendo anche essere — oo , e 

e è positivo o negativo ma finito e superiore a p, la funzione f{x) 

sarà sempre decrescente o diverrà tale riducendola ad un altra 

V(x) col togliervi la solita funzione Acp(a7); quindi ammettendo 

■p 

d'ora innanzi di prendere sempre y(ar)=x+^, o almeno di scegliere 

^{x) in modo che fra a e & abbia sempre una derivata determinata 
e finita positiva e non inferiore all'unità, e osservando che allora 
la funzione F{x) avrà la derivata quando Tha f(x) e viceversa, 
si può ora asserire che in questi casi in cui per tutti i valori di x 

fra a e & il rapporto ! ■ \ considerato al tendere di h 

a zero per valori sempre positivi (o per valori sempre negativi), 
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si mantiene sempre compreso fra due limiti uno almeno dei quali 

è finito, la funzione f(x), se fra a e i ha delle oscillazioni o dei 

tratti d^ invariabilità, darà sempre luogo a un altra funzione 

F{a))=f{j^)±\;f{-c) sempre crescente o sempre decrescente che 

avrà una derivata quando Tha f{x) e viceversa; e per questa 

i? • w N •. ^ ¥{x-\-h)—'F{x) . .. , . j. 
funzione r(x) il rapporto -^ — — j ^-^ pei vani valori di a; e 

coli' impiccolire di /* tanto per valori positivi che per valori nega- 
tivi varierà soltanto fra a e (5 o fra — a e — p, essendo a e p 
quantità positive e diverse da zero, la seconda delle quali può 
anche essere infinita. 

Viceversa se una funzione finita e continua f{x) in un dato 
intervallo (a, b) non ha massimi o minimi, o almeno li perde 
tutti quando le si aggiungono o si tolgono certe funzioni di primo 
grado Aic+B (o più generalmente delle funzioni della forma Ay(r) 
ove A è una costante positiva suflBcien temente grande, e ^{jc) è 

scelta nel modo più volte indicato), il rapporto ^ — -^ P^^ 

per ogni valore di a? fra a e 6 col tendere a zero di h per valori 
sempre positivi finirà per mantenersi sempre compreso fra due 
limiti uno almeno dei quali è sempre inferiore a un certo numero 
finito. 

Questi risultati generalizzano quelli dei paragrafi precedenti, 

e mostrano anche che nel caso in cui il rapporto . - — —^ 

goda della proprietà suindicata, di finire cioè per mantenersi sem- 
pre compreso fra due limiti uno almeno dei quali è finito, la 
funzione f{x\ per quanto possa avere infiniti massimi e minimi o 
infiniti tratti d'invariabilità può sempre riguardarsi come somma 
o differenza di due funzioni una sempre crescente e l'altra sempre 
decrescente, o ambedue decrescenti, ec. 

Inoltre le considerazioni testé fatte ci mostrano che se col- 
l' impiccolire di h per valori p, es. sempre positivi il rapporto 

f{x4-h)—f(x) ^ . 

L_ finisce per mantenersi sempre compreso fra due 

limiti a e p uno almeno dei quali in valore assoluto non supera 
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mai una quantità finita, lo stesso accadrà anche quando h tenderà 
a zero per valori negativi^ e i limiti a e ^ potranno snpporsi li 
stessi nei due casi; e perciò se lo stesso rapporto, col tendere a 
zero di h per valori p. es. positivi, per alcuni valori di x prende 
anche valori arbitrariamente grandi positivi e negativi per modo 
da dover dire che varia fra — ao e -j"^ i '^ stèsso accadrà col 
tendere a zero di h per valori negativi. Ciò del resto apparirà 
meglio anche da quanto diremo fra poco. 

134. Le considerazioni chq ora abbiamo esposto ci conducono 
alle seguenti. 

Si osservi che se fra le varie funzioni finite e continue in un 
intervallo (a, b) si considerano separatamente quelle nelle quali 

il rapporto l~ '^ almeno per alcuni valori di a?, coli' im- 
piccolire di /* per valori positivi o per valori negativi finisce per 
prender anche valori arbitrariamente grandi positivi e valori 
arbitrariamente grandi negativi, e quelle per le quali, questa sin- 
golarità non presentandosi, il rapporto — ^ coli' im- 
piccolire di h per valori positivi o per valori negativi, p. es. per 
valori positivi, qualunque sia x finisce sempre per variare fra due 
limiti uno almeno dei quali in valore assoluto non supera un 
certo numero finito, allora le pvime di queste fiinzioni contmue- 
ranno a fare oscillazioni qualunque funzione si aggiunga o si tolga 
loro che abbia sempre una derivata determinata e finita, mentre 
le seconde, anche se fanno infinite oscillazioni o presentano infi- 
niti tratti d'invariabilità fra a e h^ colPaggiungere loro unzioni 
convenienti, per le quali può anche essere presa una funzione di 
primo grado Ax+B, verranno sempre a perdere tutti i tratti d'in- 
variabilità e tutti i massimi e i minimi; e inoltre queste nuove 
funzioni Y{x) mentre non presenteranno più oscillazioni e saranno 
sempre crescenti o sempre decrescenti, rispetto alla esistenza della 
derivata si comporteranno precisamente come la primitiva f{x)^ e 

per esse il rapporto corrispondente — ^^ — ' — y ^— ^ qualunque sia 

co col tendere a zero di h per valori positivi e per valori negativi 
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yarìarà soltanio fra due limiti dello stesso segno a e p uno dei 
quali sarà diverso da zero, e T altro potrà anche essere infinito. 

È evidente poi che una funzione che in un dato intervallo 
appartenga p. es. alla prima di queste due classi non potrà mai 
ridursi della seconda o viceversa coir aggiungervi o togliervi 
una funzione cid(^') che abbia sempre una derivata determinata e 

finita, perchè per questa si ha sempre: ^ —^=iùXx+9h) 

(9 positivo e compreso fra e 1) ; quindi per lo studio delle 
funzioni finite e continue, quando si deve avere riguardo ai loro 
massimi e minimi e ai tratti d^ invariabilità che esse possono 
presentare, potrà talvolta tornar comodo di fare la distinzione 
che viene suggerita da queste considerazioni ; e noi perciò, almeno 
nei casi in cui potrà tornare opportuno, chiameremo funzioni 
continue di seconda specie o funzioni oscillanti irriducibili le 
funzioni della prima classe e funzioni continue di prima specie le 
altre, venendo così ad essere funzioni continue di prima specie in 
un dato intervallo quelle funzioni che in ogni punto x ammet- 
tono una derivata a destra (o a sinistra) sempre determinata e 
inferiore a un numero finito, e più generalmente quelle per le 

quali qualunque sia x il rapporto — — *- , — ---^ col tendere di h 

a zero anche soltanto per valori positivi, finisce per essere sempre 
compreso fra due limiti uno ahneno dei quali è finito; ed essendo 
invece funzioni di seconda specie quelle (come p. es. alcune e 
forse tutte le funzioni del capitolo precedente) per le quali lo 
stesdo lapporto deve necessariamente considerarsi come compreso 
fra — 00 e -\-oo . 

Con questa distinzione le funzioni continue di prima specie, 
anche se avranno infiniti massimi e minimi, o infiniti tratti d'in- 
variabilità, li verranno a perdere tutti e si ridurranno sempre 
crescenti o sempre decrescenti coli' aggiungere o togliere loro 
convenienti funzioni che abbiano sempre una derivata determinata 
e finita e diversa da zero, per le quali può anche sempre esser 
presa una funzione di primo grado Ar+B; e inoltre queste fun- 
zioni potranno in ogni caso riguardarsi come somma o diiferenza 
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di funzioni sempre crescenti o sempre decrescenti. Invece le fun- 
zioni di seconda specie, nell'intervallo dato, avranno sempre dei 
massimi e minimi che non si potranno fare sparire col procedi- 
mento che ora abbiamo indicato per quelle di prima specie; e 
se una funzione' sarà di seconda specie in qualunque porzione del- 
l' intervallo nel quale si considera, in ciascuna di queste porzioni 
essa avrà infiniti massimi e minimi. 

Le funzioni di prima specie poi in ciascuno dei punti ove 
hanno una derivata infinita l'avranno determinata di segno, e 
questo segno sarà lo stesso in tutti quei punti; mentre per le 
funzioni dk seconda specie, la derivata ove esiste ed è infinita 
potrà anche essere indeterminata di segno, ec. 

Talvolta poi quando si avrà una funzione di seconda specie, 
potrà darsi che togliendo dall' intervallo totale alcuni punti spe- 
ciali per mezzo dei loro intorni (come avviene p. es. per la fun- 

. . 1 

zioni rrsen— quando si toglie il punto a=0), negli intervalli restanti 

essa sia soltanto di prima specie, ec. 

135. Si osservi ora che se- si ammettesse che una funzione f(x\ 
sempre finita e continua fra a e 6, a destra o a sinistra di ogni 
punto, p. es. a destra, avesse una derivata ma sempre infinita e 
dello stesso segno, allora le funzioni che si ricaverebbero da f{x) 
coU'aggiungervi o togliervi qualsiasi funzione di primo grado 
AvP-f-B sarebbero nello stesso caso di f{x)^ e quindi sarebbero tutte 
sempre crescenti fra a a ò, o tutte sempre decrescenti; mentre si 
sa p. es. (§.71) che la funzione: 

/K.»)-Aa)- ^3 [/][*)-/•(«) 

o è sempre zero o ha necessariamente un massimo o un minimo 
in un punto interno all'intervallo (o, h)\ dunque mentre, in 
aggiunta ai risultati dei §§. 71 e 79, si può ora affermare che: 
Una funzione sempre finita e continua f(.c) non può avere la deri- 
vata a destra (o a sinistra) di ogni punto di un dato intervallo 
sempre infinita e dello stesso segno, si può affermare altresì che le 
funzioni (se pure esistono) che hanno sempre infinita la derivata 
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presa da una stessa parte in ogni punto di un dato intervallo, 
debbono averla di segni differenti almeno in alcuni punti di qual- 
siasi porzione anche ristrettissima delP intervallo stesso, e non 
possono essere che funzioni di seconda specie. 

136. Nei punti o negli intervalli nei quali la derivata di una 
funzione f{x) non esiste, o almeno si è incerti intorno alla esi- 
stenza di essa, non potendo considerare insieme, e talvolta neppure 

separatamente, i limiti del rapporto — -^—^ per h tendente 

a zero per valori positivi e per valori negativi, sarà naturale di 
prendere ad esaminare direttamente questo rapporto per ogni 
valore speciale di x fra a ah^ o almeno i limiti fra i quali questo 
rapporto oscilla coli' impiccolire indefinitamente di A, e ciò consi- 
derando separatamente quello corrispondente ai valori positivi di 
A da quello corrispondente ai valori "negativi; e allora si giungerà 
a risultati assai generali, alcuni dei quali comprendono, come 
casi particolari, anche molti di quelli che già abbiamo ottenuto. 
Chiameremo perciò, per brevità di linguaggio, rapporto 

increììientale il rapporto-- y— — -; e chiameremo rapporto 

increìnentale destro quello corrispondente ad h positivo, e rapporta) 
incrementale sinistro quello corrispondente ad h negativo. 

Essendo ora /\.r)nna funzione qualunque di x finita e con- 
tinua fra a e 6 (a e 6 incl.), per ogni valore speciale che si 
attribuisce ad x in questo intervallo (i esci, se &>«) il rapporto 

incrementale destro — - j -l^-^ potrà riguardarsi come una fun- 
zione finita e continua di h per tutti i valori di h compresi in 
ogni intervallo preso fra e b — x (0 esci.); però, sebbene sempre 
finito, questo rapporto potrà avere per limite superiore dei suoi 
valori assoluti l' infinito, e rimarrà sempre compreso fra due nu- 
meri a e p uno dei quali o tutti e due potranno anche essere 
infiniti, essendo però in quest'ultimo caso uno di questi numeri 
uguale a +oo e l'altro uguale a — oo . 

Così essendo, per ogni valore particolare di x fra aeb (b esci.) 
questo rapporto incrementale destro, considerato per tutti i valori 
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di A fra e b — x (0 esci.), ammetterà un limite inferiore finito o 
infinito /,, e un limite superiore finito pure o infinito La; (§. 15); 
e a causa della continuità, quando Ir. è finito per infiniti valori 
di h il detto rapJ)orto prenderà valori vicini quanto si vuole a 4, 
e in alcuni casi prenderà una o più volte anche il valore Ix stesso; 
e similmente, quando Jix è finito per infiniti valori di h prenderà 
valori vicini quanto si vuole a La- e talvolta anche il valore Jix 
stesso; mentre se l'uno o l'altro dei due limiti Za- e L^. è infinito, 
lo stesso rapporto per infiniti valori di h prenderà valori mag- 
giori di quella quantità che più ci piace e del segno di Ix o L^; 
respettivamente. 

Considerando ora questi limiti inferiori e superiori Ix e Jix per 
ogni valore di a? fra a e 6 (6 esci, perchè supponiamo 6]>a), è 
chiaro che essi saranno funzioni, continue o nò, finite o infinite, 
di X in ogni porzione dell'intervallo (a, h) che non termini al 
punto 6; e inoltre, per ogni valore speciale che si attribuisca ad x 
fra a e 6, potranno evidentemente considerarsi anche come fun- 
zioni di h per tutti i valori di h corrispondenti ai punti di ogni 
porzione dell'intervallo (a?, h) che non termini al punto x. 

Limitandoci dapprima a considerare Ix e La- come funzioni 
soltanto di x per tutti i valori di d? fra a e ft (6 esci.), si avrà 
un limite inferiore finito o infinito l per i,, e un limite superiore 
finito o infinito L per L^; quindi si hanno così intanto due nu- 
meri determinati l eh fra i quali è sempre compreso il rapporto 

incrementale destro ,- — -^ per ogni valore di a? fra a e 6 

(6 esci.) e pei valori di /* fra e b — x (0 esci.); e se, onde ridurre 
Ix e La; vere e proprie funzioni di a:, finite però o infinite, in tutto 
V intervallo (a, 6), s' intende che anche per x=b siano attribuiti a 
Za- e a La. due valori qualunque compresi fra Z e L (/ e L p. es. esci.), 
allora per il teorema di Weierstrass (§. 36) si potrà aflfermare che 
se ^ è finito esisteranno sempre fra a e 6 (a e ò iuclus.) uno o più 
punti Xq tali che in ogni loro intorno il limite inferiore dei 
valori di l^ sarà ancora /, per modo cioè che in alcuni punti x 
di questi intorni per infiniti valori h^ di h il rapporto incre- 
mentale destro — ^ — -^ prenderà valori l+s, (s posit.) vicini 
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qaanto si vuole a 7; e similmente se L è finito esisteranno dei 
punti a)\ negli intorni dei quali il limite superiore dfei valori 
di Lr sarà ancora L, per modo quindi che in alcuni punti oc' di 
questi intorni per infiniti valori h\ di h il rapporto incrementale 

destro ~ — — — ' — prenderà valori L — e' (s' posit.) vicini 

quanto si vuole a L; come anche infine, se / o L o tutti e due 
questi limiti sono infiniti, esisteranno dei punti af^^ tali che il 

rapporto — 7I/ in alcuni punti x** dei loro intorni per 

n ^ 

infiniti valori K*^ di h prenderà anche valori grandi quanto si 
vuole e dei segni di { o L respettivamente. 

137. Se poi indichiamo con T e L' i valori corrispondenti fra 
i quali è sempre compreso il rapporto incrementale sinistro 

-j- -— per X compreso fra a e & (a esci.)» e h positivo e 

compreso fra e x — a (0 esci.), supposti determinati questi va- 
lori l' e L' col processo stesso che ci ha servito a determinare i 
numeri analoghi l e L pel rapporto incrementale destro (dopo 
cioè di avere determinato pel rapporto incrementale sinistro 

- — -- le funzioni l'x e LV analoghe alle l^ e L^), sarà 

facile vedere che dovrà essere l'=l^ e L'=L. 

Ammettiamo infatti che separatamente o nello stesso tempo 
possa avvenire che l' sia differente da /, e L' sia differente da L; 
e indichiamo allora con a un numero compreso fra lete con p 
un numero compreso fra L e L'. 

Prendendo a esaminare le funzioni : 

per i significati respettivi delle quantità Z e L, T e L' si vedrà 
subito che, qualunque sia a? fra a e ft, se l'<Cl si dovrà avere 

sempre: ~ 7 — -^ ' ® ®® mvece / ^> ^ si dovrà avere: 

^ ^p^->0, mentre se L'<;L si dovrà avere sempre: 
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^^:^-¥f)^0, é se L>L si dovrà avere: 1<i£±^^^)<0, 

essendo /* positivo; tacche in tutti i casi f(x) dovrà essere sempre 
crescente fra a e 6, e f^{x) dovrà essere sempre decrescente. 

Ma d'altra parte, per l'osservazione fatta in fine del paragrafo 
precedente, dovranno anche esistere dei valori di iP e di A pei 
quali si abbia : 

?^to(^)<0 per l'<l , fttl^^^o per l'>l , 

e: 

«::^Ì^>0 per L'<L , !fc-^tì(f)>o per L>L ; 

quindi evidentemente siamo in contradizione, e ciò anche se 
alcuna delle quantità ?, l\ L, L' è infinita, e conviene perciò am- 
mettere che debba essere r=Z, e L'=L come dicevamo sopra. 
Farò osservare che pel caso di Z= — oo , L=:oo questa pro- 
prietà risultava già da quanto si disse in fine del §. 133. 

138. Segue da ciò che determinate le funzioni Ix e L^ dei limiti 
inferiori e superiori del rapporto incrementale destro di f{x) fra 
a e 6, e le funzioni corrispondenti l'^ e L'x per il rapporto incre- 
mentale sinistro, i limiti inferiori di Ix e T^, e così i limiti superiori 
di lix e Ìjx saranno gli stessi; talché (a complemento anche di 
quanto abbiamo detto nei paragrafi precedenti) si può ora asserire 
che per qualunque funzione finita e continua /*(r) esisteranno due 
numeri bene determinati Z e L fra i quali saranno sempre com- 
presi i rapporti incrementali destro e sinistro , ; e per 

il teorema di Weierstrass ricordato sopra, questi numeri Z e L go- 
dranno della proprietà che esisteranno sempre dei valori speciali 
^j , a?L di y fra a e & (a e & incl.) dotati della proprietà che in 
ogni loro intorno i numeri l e L respettivamente saranno ancora 
li stessi, per modo che quando questi numeri sono finiti, in alcuni 
punti x' di ogni intorno di Xi o di ar^ per infiniti valori conve- 
nienti di h (tali che anche il punto x'+h cada fra a e 6) il rapporto 
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incrementale destro -^^ , — — - sarà vicino respettivamente 

a Z o a L quanto si vuole, e in alcuni punti x" degli stessi intorni 

f(x" h)—f(.v") 

il rapporto incrementale sinistro — — L^^—l sarà pure vicino 

ad essi quanto si vuole; e similmente se uno o tutti e due i 
numeri / e L sono infiniti, allora per valori x' di x scelti in ogni 
intorno degli stessi pmiti .r^ e .r^ i rapporti incrementali mede- 
simi - -~-.f- — —per infiniti valori convenienti di h saranno 

maggiori di quella quantità che più ci piace e avranno il segno 
di Z o di L respettivamente. 

139. Esaminando poi in particolare le funzioni Ix e L^., l'x e L'j. 
per qimlsiasi funzione finita e continua f(x)^ è facile vedere che 
quando in un punto x le due funzioni I^ e l'x siano ambedue finite 
e continue dovrà essere ìx=l'x] e similmente se L^ e Ji'x sono 
ambedue finite e continue dovrà essere La.=La;'. 

Nel primo caso infatti preso un piccolo intorno del punto x 
che poi si farà impiccolire indefinitamente, il limite inferiore 
comune l^ di Ix e l'x in quest'intorno finirà per differire tanto poco 
quanto si vuole da Ix e da l'x^ e nel secondo caso il limite supe- 
riore comune L| di L^r e di L'^ finirà per difi'erire tanto poco 
quanto si vuole da L^ e da L'^, e perciò si avrà respettivamente 
lx=l'x^ e La.=L':c come abbiamo enunciato; talché, particolarizzando, 
si può anche affermare che, negli intervalli nei quali sono finite e 
continue, le funzioni l^ e Tr, limiti inferiori dei rapporti incre- 
mentali destro e sinistro di f{x) nel punto a?, sono le stesse, e così 
pure accade per le funzioni La; e L'a:, limiti superiori degli stessi 
rapporti, pei punti x degli intervalli nei quali sono finite e con- 
tinue. 

140. La considerazione dei numeri i e L conduce a una pro- 
prietà molto notevole delle funzioni finite e continue. Però prima 
di dimostrare questa proprietà è utile premettere alcune osser- 
vazioni intorno ai rapporti incrementali. 

Sia perciò f{x) la solita funzione finita e continua nell'inter- 
vallo (a, 6). Prendiamo in questo intervallo una porzione qualsiasi 
(a, P), e consideriamo in essa la funzione: 
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9(.r)=A^).-/-(«)-^|/-(P)-/-(«)j . 

Osservando che questa funzione o deve essere sempre nulla, 
o in un punto determinato x^ interno all' intervallo (a, p) deve 
avere un massimo o un minimo (§. 71), si vedrà subito che fra a 
e p vi sarà sempre almeno un punto interno determinato tT^ tale 
che per tutti i valori positivi di h inferiori a un dato limite si 
avrà sempre: 

^{Xi±h) — f(.^|)<0, o sempre: ^(x^±h) — 'fC^i)>0, 
e quindi sarà o: 

(u Ù^^zMì < mzM ,. A^i-^)- /'(^0^ /'(P)-/t«) 

^ ' h - p-a ' ^' —lì — p-a ' 

o: 

(j) -/» ^ p-a '^- — ^-h—^—f^-- 

D'altra parte se la funzione ^(x) fra a e p non avrà altri 
massimi o minimi, o ne avrà soltanto un numero finito, allora, 
scomponendosi l'intervallo (a, p) in intervalli di ampiezza finita 
in alcuni dei quali la funzione stessa <p(j?) è sempre crescente e 
negli altri è sempre decrescente, perogni punto x di questi inter- 
.valli (gli estremi esci.) e per tutti i valori di h inferiori a dati 
limiti si avrà sempre: 

±h - p-a '^s«"^P^«- Th ^-p-oT"' 

mentre se la funzione f (jr) fra a e p avrà un numero infinito di 
massimi e minimi, allora insieme a infiniti punti oo^ pei quali si 
hanno le (1) esisteranno anche infiniti punti x^ pei quali si hanno 
invece le (2); quindi, riassumendo ora coli' osservare anche che 

i rapporti incrementali destro e sinistro, e così anche —~r^^^ 

p-a 

sono sempre compresi fra Z e L, si potrà evidentemente asserire 
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che: * in ogni porzione (a, p) deirintervallo (a, b) nel quale f(x) 
" è finita e continua e a cui appartengono i numeri limiti i e L, 

* esistono sempre: 

* 1.° Infiniti punti J7, pei quali il rapporto incrementale destro 

« '^' '"^ .1 — ')LL quando h è ridotto sufficientemente piccolo si 

" mantiene sempre compreso fra l e -^ — -^^-^ . 

»j — oc 

** 2." infiniti punti ,/:, pei quali si ha questa proprietà stessa 

* pel rapporto incrementale sinistro — ì ^ • 

* 3.° infiniti punti x^ pei quali il rapporto incrementale destro 

* ^ 'JlIh quando A è ridotto sufficientemente piccolo è 



h 



,0 fra m=M e L. 



* sempre compreso ..^ 

** 4.° infiniti punti iC^ pei quali si ha questa proprietà stessa 

* pel rapporto incrementale sinistro. 

* E se la funzione: 

" fra a e p non avrà infiniti massimi e minimi, allora fra a e p 

* esisteranno anche degli intervalli di ampiezza finita in ogni 

* punto X dei quali ambedue i rapporti incrementali destro e 

. sinistro ^^-^-fc\ fS^^z3rM coir impiccolire di h fini- 

* ranno per rimanere sempre compresi fra l e ^ rr — i e esi- 

* steranno pure degli intervalli di ampiezza finita in ogni punto x 

* dei quali gli stessi rapporti incrementali finiranno per restare 

* sempre compresi fra —z — — - e L; e sì gli uni che gli altri 

u — oc 

'^ di questi intervalli saranno in numero finito e riempiranno l' in- 
*'tervallo totale (a, p) succedendosi alternativamente „. 
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141. Premesse queste osservazioni generali sui rapporti incre- 
mentali, possiamo ora facilmente dimostrare la proprietà cui 
alludevamo in principio del paragrafo precedente. 

Ricordiamo infatti che, se Z e L sono i soliti numeri limiti 
corrispondenti alP intervallo (a, b)ese l è finito, esisterà fra a e 6 
(§. 138) un punto ju'i tale che in alcuni punti x' di ogni suo intorno 
per infiniti valori positivi di h^ il rapporto incrementale destro 

j- — - — differirà da l meno di una quantità arbitrariamente 

piccola data e^, o in altri termini esisteranno fra a e 6 infiniti 
sistemi di punti a e p, che comprenderanno o nò il punto Xi ma 
uno almeno dei quali sarà vicino quanto si vuole a-a?/, tali che il 

^/g\ f(fA 

rapporto '-^ — -—- abbia un valore 1+b (e posit. e <j£i) che diffe- 

risce da / tanto poco quanto si vuole ; e similmente se L è finito 
esisteranno infiniti sistemi di punti a e p tali che il rapporto stesso 

-^ — -^ abbia un valore L— s (e posit.) che differisce da L sol- 

p — 7. 

tanto della quantità arbitrariamente piccola data e; e se Z o L sono 
infiniti esisteranno pure infiniti sistemi di punti a e p pei quali il 
rapporto stesso è maggiore in valore assoluto di quella quantità 
che più ci piace e ed è del segno di i o di L respettivamente. 

Si dedurrà da ciò che le porzioni (a, p) dell'intervallo (a, b) 
considerate nel paragrafo precedente possono sempre intendersi 

f(3)—f(0L) 

prese in modo che quando Z e L sono finiti si abbia L — =^fs, 

p-a 

o — =L — e; e se una o tutte e due le quantità l eL sono 

infinite, la porzione (a, p) potrà intendersi presa in modo che 

—^ abbia il segno di / o di L e sia maggiore in valore 

p — oc 

assoluto di un numero dato positivo e arbitrariamente grande e. 
Oltre a ciò poi, se considerando insieme alla funzione data f{x) 
le infinite funzioni 'f(0=A"^')~~l^"^ — v che si ottengono da f{x) 
col togliervi (o aggiungervi) le funzioni di primo grado jt-^+v, 
e riguardando come distinte soltanto quelle fra queste funzioni 
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che differiscono pel valore di ji, si troverà che fra le funzioni me- 
desime f{x) e ^{x) non ne esiste alcuna o tutt'al più ne esiste 
soltanto un numero finito che abbiano fra a e 6 infiniti massimi 
e minimi, allora evidentemente si potrà intendere che i punti a e p 
siano scelti in modo che oltre a soddisfare alle condizioni prece- 
denti soddisfino anche all'altra condizione che la funzione: 



X-^OL 



ì 



m-A<^)-f_zl\m-'m[ 



non abbia fra a e 6 un numero infinito dì massimi e di minimi; 
quindi, applicando alle poraioni (a, p) così determinate i risultati 
del paragrafo precedente, coll'osservare anche che invece di par- 
tire dall'intervallo totale (a, b) si può partire da qualunque sua 
porzione (a', 6'), salvo a prendere allora per Z e L i valori corri- 
spondenti a questa porzione, si concluderà ora senz'altro che: 

Se nelV intervallo (a, 6) la funzione f{x) è finita e continua, e 
se l eL sono i nwneri limiti inferiori e superiori dei suoi rapporti 
incrementali per una porzione qualsiasi (a', &') delV intervallo stesso 
(a, 6), in questa porzione {a\ h') : 

1.° Se Z è finito, esistono sempre infiniti punti x^ pei quali il 

rapporto incrementale destro --— , — - — ^, e infiniti punti x^ 

pei quali il rapporto incrementale sinistro — - — -y— -— , col- 

V avvicinarsi indefinitamente di h a zero per valori positivi, se non 
tende verso un limite determinato (ciò che sarebbe il caso della 
esistenza della derivata a destra o a sinistra nei punti ,r^ o nei 
punti x^) oscilla però soltanto fra i limiti l e l-\-z discosti fra loro 
e da l soltanto di una quantità s minore di una quantità arbitra- 
riamente piccola^ data anticipatamente, e^. 

2.° Se anche L è finito, esistono pure infiniti altri punti t^ pei 
quali il rapporto incrementale destro, e infiniti punti x^ pei quali 
il rapporto incrementale sinistro coW avvicinarsi indefinitamente 
di h a zero, se non tende verso un limite determinato, oscilla però 
soltanto fra i limiti L — s e L discosti fra loro e da L di una 
quantità e minore di una quantità qualunque arbitrariamente pic- 
cola, data anticipataìnente^ e^. 
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S.*" Se l L o tutti e due questi limiti sono infiniti, esistono 
infiniti punti x^ pei quali il rapporto incrementale destro, e infiniti 
punti x^ pei quali il rapporto incrementale sinistro, se non ha per 
limite ±00 , oscilla però soltanto fra numeri dello stesso segno di l 
di L respettivamente, e maggiori in valore assoluto di una quan- 
tità arbitrariamente grande, data avanti, e; e in tutti e tre questi 
casi i punti x^ potranno talvolta coincidere coi punti x^, 

4.° E infine se la f anziane f(x) fra a' e V non avrà nuti un 
numero infinito di massimi e minimi e non verrà inai ad acqui- 
starli togliendovi (o agglungoidovi) qualsiasi funzione di primo 
grado [i-r+v, o anche se fra le infinite funzioni f{x) — (jlo? — v che 
così si ottengono {la f(x) indus.) ne esiste soltanto un numero finito 
{differenti fra loro pel valore di \).) che fra a' e V abbiano un 
numero infinito di massimi e minimi, allora nella porzione {a\ b') 
esisteranno anche degli intervalli di ampiezza finita in ogni punto 
dei quali le indicate particolarità si verificheranno ad un tempo 
tanto j;rf rapporto incrementale destro che j)er quello sinistro. 

142. Il teorema dimostrato presenta, a quanto mi pare, una 
particolare importanza, e ciò si fa anche più manifesto quando si 
distinguano le funzioni in funzioni di prima e di seconda specie 
come si disse al §. 134. Per le funzioni di prima specie infatti, il 
teorema precedente, mentre ci lascia in dubbio se possano esistere 
o nò funzioni finite e continue di prima specie che non hanno 
mai derivata determinata e finita a destra o a sinistra dei punti 
dell' intervallo (a, b) nel quale si considerano, ci assicura però che 
in qualsiasi porzione dello stesso intervallo devono sempre esi- 
stere infiniti punti x^ pei quali il rapporto incrementale destro, 
e infiniti punti x^ pei quali il rapporto incrementale sinistro col 
tendere di h a zero, se non ha un limite determinato e finito, 
oscilla però soltanto fra limiti finiti che sono ristretti più di una 
quantità data anticipatamente, piccola a piacere, e che variando 
i punti x^ o Tg possono quindi ristringersi ognor più e rendersi 
differenti Tuno dall' altro tanto poco quanto si vuole ; talché in 
certo modo, per le funzioni di prima specie, in infiniti punti di 
qualsiasi intervallo ci si avvicina sempre così al caso della esi- 
stenza di una derivata finita e determinata, almeno da una parte 
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degli stessi punti, senza però poter dire che si debbano sempre 
necessariamente trovare dei punti nei quali questa derivata, anche 
considerata soltanto a destra o a sinistra, esiste effettivamente^ 
E nel caso delle funzioni di seconda specie in un dato inter- 
vallo, il teorema dimostrato ci permette di dire che esistono sem- 
pre in questo intervallo infiniti punti oi\ pei quali il rapporto 
incrementale destro, e infiniti punti x^ pei quali il rapporto incre- 
mentale sinistro, se non ha per limite T infinito, finisce però per 
restare sempre dello stesso segno e superiore in valore assoluto 
a numeri arbitrariamente grandi dati anticipatamente, e che 
variando i punti x^ o x^ possono quindi supporsi presi grandi 
quanto si vuole; talché anche per queste funzioni ci si avvicina 
sempre in certo modo al caso in cui la derivata almeno da una 
parte degli stessi punti esiste essendo infinita, senza però poter 
dire che debbano sempre trovai*si necessariamente dei punti nei 
quali la derivata anche considerata soltanto da una parte è effet- 
tivamente infinita. 

143. Fondandosi poi sull'ultima parte del teorema dimostrato, 
e a complemento di essa, si può anche aggiungere che: Se f(x) 
è ima funzione che in tutto un intervallo (a, ft), nel quale è finita e 
continua, non ha infiniti massimi e minimi e neppure li acquista 
foffliendole (o aggiungendole) qualsiasi funzione di primo grado 
|xx-|-v, anche se fra le infinite funzioni f(x) — (ir — v che così 
si ottengono {la f(x) inclus.) ne esistono soltanto alcune in numero 
finito (distinte fra loro pél valore di \ì) che fra a e h abbiano un 
numero infinito di massimi e di minimi, allora in infiniti punti di 
ogni porzione comunque piccola délV intervallo dato la sua derivata 
intesa nel senso ordinario dovrà necessariamente avere un valore 
determinato e finito; senza però escludere con questo che in ogni 
intervallo possano anche esistere infiniti altri punti nei quali di 
una tal derivata non può affatto parlarsi. 

In questa ipotesi infatti, per quanto si disse al §. 133, e 
come risulta subito anche dalle osservazioni del §. 140, in qua- 
lunque porzione dell' intervallo dato devono esisterne infinite altre 
(a, p) nelle quali uno almeno dei numeri Z e L che loro corrisponde 
ha un valore finito; e se questo è p. es. ?, entro (a, p) esisteranno 
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altre porzioni (a|, p^) in ogni punto delle quali i rapporti incre- 
mentali destro e sinistro saranno ambedue compresi fra l e {+£, 
essendo e un numero dato positivo e arbitrariamente piccolo. 

Similmente se l^ {i^li^^+^) è il valore di l corrispondente 
alla porzione (a^ , Pj), da questa porzione si potrà sempre estrarne 
un altra (o^, p^), i cui estremi non coincidano né con a.^ né con p^, 
e in ogni punto della quale i rapporti incrementali destro e sini- 
stro finiscano per restare sempre compresi fra Z| e ?^4~ò^» ® ^^®^ 

continuando, con un processo analogo a quello seguito al §. 63 e 
anche in altre occasioni, si vede chiaramente che si giungerà sem- 
pre almeno a un punto limite interno all' intervallo (a, p) nel quale 
i rapporti incrementali destro e sinistro avranno uno stesso limite 
determinato e finito V che sarà la ordinaria derivata di f{x) in 
quel punto ; talché il teorema enunciato sopra può dirsi comple- 
tamente dimostrato. 

144. Non si deve poi lasciare di notare che, siccome nel caso 
attuale (come già abbiamo detto) in ogni porzione delP intervallo 
dato ne devono sempre esistere altre nelle quali uno almeno dei 
numeri corrispondenti l eL è finito, basterà ricordare quanto si 
trovò nel §. 140 per potere subito concludere con tutta facilità 
che: Se una funzione finita e continua f{x\ in un dato intervallo 
(a, h) non ha mai infiniti massimi e minimi e neppure li acquista, 
togliendovi (o aggiungendovi) qualsiasi funzione di primo grado 
[ir-f-v, o anche se fra le infinite funzioni f(x) — ^ — v che così si 
ottengono (la f{x) incl.) ne esiste soltanto un numero finito {diffe- 
renti fra loro pel valore di jt) che fra a e h abbiano un numero 
infinito di massimi e di minimi, allora in qualunque porzione 
{a\ 6') dell' intervallo dato ne esisteranno sempre altre di ampiezza 
finita nelle quali i rapporti incrementali destro e sinistro finiscono 
per restare sempre numericamente inferiori a un numero finito; e 
se nella stessa poì'zione (a, &') Za funzione non è seìnpre costante, 
esisteranno in essa anche degli intervalli di ampiezza finita nei 
quali i rapporti incrementali oltre a restare sempre finiti si man- 
tengoìw anche discosti da zero piìi di una quantità determinata e 
hanno tutti lo stesso segno, per modo che in queste porzioni la 
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derivata ordinaria nei punti ove esiste, oltre essere finita, è anche 
differente da zero, e ha sempre un medesimo segno. 

145. I teoremi dimostrati negli ultimi paragrafi mi sembra 
siano quelli da sostituirsi al teorema che fino a questi ultimi tempi 
si poneva come fondamento del calcolo differenziale in tutti i 
migliori trattati, quello cioè della esistenza almeno in generale 
della derivata di ogni funzione finita e continua. Essi poi per la 
loro generalità potranno forse condurre a quelle idee e a quei 
principi sa cui potrà fondarsi un calcolo più generale di quello 
differenziale che si applichi anche ai casi in cui la derivata della 
funzione finita e continua che si considera non esiste. 

Del resto i risultati precedenti possono anche rendersi assai 
più completi nel modo seguente. 

Ritorniamo perciò alle funzioni l^ e La; limiti inferiori e supe- 
riori respettivaménte dei valori del rapporto incrementale destro 

— ^ — - — - corrispondenti ai varii valori che può avere h da 

a b — X (0 esci.) pel valore speciale x della variabile; e torniamo 
pure a considerare le funzioni analoghe l'x e L ^ pel rapporto 
incrementale sinistro. 

Come abbiamo già osservato nel §. 136 le funzioni Ix e L^ 
per ogni valore spedale che si attribuisca ad x fra a e 6 (6 esci.) 
possono anche considerarsi come funzioni di b per tutti i valori 
di b compresi fra il valore che si considera per x (x esci.), e il 
valore che fu dato originariamente per b come estremo delPinter- 
vallo. Così essendo, è chiaro che se s' impiccolisce continuamente b 
facendolo avvicinare indefinitamente ad x^ la quantità t crescerà 
o rimarrà invariata, mentre la quantità L^ decrescerà o rimarrà 
invariata, e quindi Ix e L,. tenderanno (§. 25) verso due limiti 
determinati (finiti o infiniti) Xa; e Ax^ che potranno considerarsi 
come limiti superiori e limiti inferiori respettivaménte delle quan- 
tità Ix e L^ pei varii valori di b fra x e b; e evidentemente questi 
numei'i \x e Aj., indipendenti così dalla ampiezza dell' intervallo 
(a, 6) e dipendenti solo dalla natura della funzione f{x) negli 
intorni di p? a destra, godranno della proprietà che, indicando con s 
un numero positivo piccolo a piacere, il rapporto incrementale 
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destro di f{x) col tendere di A a zero finirà per mantenersi sem- 
pre compreso fra Xx — s e A^+e se X^ e Ax sono finiti, o oscillerà 
fra numeri arbitrariamente grandi positivi e negativi se Xip=— x> 
e Aa:=-f-oo , ec. 

Se dunque \e e A^r saranno eguali e finiti, la derivata di f{x) 
a destra di x esisterà e sarà eguale a Ax o X^; e se X^ e A^. saranno 
ambedue uguali a +00 , o ambedue uguali a — oo , questa deri- 
vata sarà uguale a +X) o a — oo respettivamente; mentre se X^ 
e \x saranno differenti fra loro, la derivata di f{x) a destra del 
punto X non esisterà, e il rapporto incrementale destro col tendere 
di h a zero non tenderà verso alcun limite determinato, e, mante- 
nendosi pur sempre continuo rispetto ad A, quando X^ e A^ sono 
ambedue finiti oscillerà fra X^ — s e A^+s, ove s è una quantità 
positiva che impiccolendo h può ridursi piccola a piacere; e 
quando X, è finito e Aa;=oo , oscillerà fra X^ — s e oo , ec....; e 
per quanto piccolo sia A, finirà che se X^ e A^ sono finiti il rap- 
porto incrementale destro prenderà sempre anche dei valori vicini 
quanto si vuole a X^ e dei valori vicini quanto si vuole a A^ e 
compresi propriamente fra X^ — e^ e Xx+s^, e fra A^ — e^ e A^+s^ 
respettivamente, essendo e^ e e^ numeri positivi arbitrariamente 
piccoli ; mentre se p. es. A^ è infinito, lo stesso rapporto incre- 
mentale finirà per prendere anche valori dello stesso segno di A, 
e numericamente grandi quanto si vuole, ce ... . 

Per ogni punto x poi (6 esci.) questi numeri determinati X, 
e \x dovranno considerarsi insieme quando la derivata a destra 
dì X non esiste (né finita ne infinita), mentre si ridurranno a uno 
solo finito o infinito quando questa derivata a destra esiste ed è 
finita o infinita. 

Considerati poi per tutti i valori di x in tutto T intervallo 
(a, h) {b esci.), i numeri X» e A^ costituiranno due funzioni deter- 
minate di x, continue o nò, finite o infinite, in tutto T intervallo 
(b però esci.), e ammetteranno respettivamente un limite infe- 
riore X e un limite superiore A finiti però o infiniti essi pure. 

Pel rapporto incrementale sinistro, si avranno due funzioni 
analoghe X'» e A'x in tutto T intervallo (a, b) (a esci.), e queste 
pure avranno respettivamente un limite inferiore X' e un limite 
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superiore A' finiti o infiniti; talché si hanno così da considerare 
quattro funzioni ad un tempo X,., Axi ^Vi A'^ le quali si ridur- 
ranno ad una nel caso soltanto in cui la derivata intesa nel senso 
ordinario esiste in tutti i punti dell' intervallo ed è finita o infi- 
nita e determinata di segno, si ridurranno a due nei casi nei quali 
si ha una derivata a destra e se ne ha pur una ma differente a 
sinistra, si ridurranno ancora a due o a tre quando esiste soltanto 
la derivata a destra o soltanto quella a sinistra, ec... 

L'intervallo A, — Xx da Xa- a Ax che viene così ad essere il 
campo nel quale finiscono per oscillare continuamente i valori 

del rapporto incrementale destro - . — —- quando h tende 

a zero per valori positivi, sarà detto d'ora innanzi oscillazione di 
quel rapporto nel punto J", o meglio oscillazione derivatoria destra 
della funzione f{x) pel valore x della variabile. Similmente la 
differenza A'^-X', sarà detta oscillazione del rapporto incremen- 
tale sinistro o oscillazione derivatoria sinistra di f(x). Per brevità 
di linguaggio poi le funzioni X^, A,, X'^, A'x saranno talvolta 
chiamate gli estremi oscillatorii inferiori o superiori respettiva- 
mente del rapporto incrementale destro o sinistro. 

146. Osserveremo ora che i numeri X e X' limiti inferiori dei 
valori di X^ e X'a? nei punti dell' intervallo (a, 6), e i numeri A e A' 
limiti superiori dei valori di A^ e AV nei punti dello stesso inter- 
vallo, sono uguali fra loro respettivamente e ai numeri limiti 
Z e L considerati nei paragrafi precedenti. 

Si osservi infatti che se l fosse differente da X, o L differente 
da A, per le definizioni di questi numeri potremmo soltanto avere 
Z<X, L>X. 

Ma, supponendo p. es. che 2 e X siano finiti, e ammettendo 
che fosse i<^» se s' indica con [i un numero compreso fra ? e X, 
e con s un numero positivo inferiore a X — [t, si vede subito che 

il rapporto incrementale destro - ^ — -- — , corrispondente a 

un valore qualunque x della variabile fra a e 6, coli' impiccolire 
di h per valori positivi finirebbe per mantenersi sempre superiore 
a Xsr-s e quindi anche a X-e; e perciò la funzione y(a7)=/'(ar)-jia? 
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per ogni valore di a? fra a e 6, colP impiccolire di h per valori 
positivi, finirebbe per soddisfare sempre alla diseguaglianza 

^^ — 7 — -^ — !>0, cioè ^{x) sarebbe sempre crescente. 

D'altra parte, per la definizione di l vi dovrebbero essere 
alcuni punti a; fra a e 6 (6 esci.), e alcuni valori positivi di h pei 

quali — ^ — ^— ^ fosse vicinissimo ad i e quindi anche inferiore 

a [i, e allora sarebbe f(x-\-h)<jp{x\ ciò che è contradditorio; 
quindi, poiché ragionamenti simili possono farsi nel caso in cui 
l o "k o tutti e due siano infiniti (ammettendo anche cioè che 
potesse essere 1=— oc , X:=oo ), e nel caso anche in cui L>A, 
si conclude che dovrà essere X=X'=?, e similmente A=A'=L. 

I limiti inferiori sono dunque gli stessi per le funzioni Xa-, 
\'xì t, e l'x, e così i limiti superiori sono gli stessi per le funzioni 
A:p, A'jt, L:p, e L'aj. Noi li. iudichcrcmo d'ora innanzi con X e A 
respettivamente; e cos'i, per quanto ora abbiamo dimostrato, 
questi numeri limiti \ e A degli estremi oscillatorii corrispondenti 
air intervallo (a, 6), oltre a comprendere i valori di tutti questi 
estremi oscillatorii stessi, comprenderanno anche i valori di tutti 

i rapporti incretnentali - — = — ir^~^^ qualunque siano i due punti 

X e x±h fra a e b (a e b incL), E si può notare che restano ora 
conseguenze immediate di questa proprietà la seconda parte del 
teorema del §. 71 e i teoremi dei §§. 79 e 135; come può notarsi 
anche che qtuindo i numeri X e A relativi a un dato intervallo 
siano uguali fra loro, allora siccome i numeri X e A corrispon- 
denti alla funzione f(x)—'kx saranno zero, la funzione data f{x) 
non sarà altro che la funzione di primo grado Xr+v, ove v è una 
costante, ec. . . . 

147. Oltre a ciò poi è facile vedere che le funzioni X^. e X » 
hanno anche uno stesso limite superiore che è quello delle fun- 
zioni Ajr e A'ar cioè A, e le funzioni Aa- e A'» hanno uno stesso 
limite inferiore che è quello delle funzioni X^ e X'» cioè X. 

Supponendo infatti dapprima che il limite inferiore X di X^ 
e X'o; sia finito, e ricordando quanto si dimostrò nel §. 141, si 

48 
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vede subito che esistono infiniti punti ù:^ pei quali il rapporto 

incrementale destro -^ — ^ — ■ quando h è ridotto sufficien- 
temente piccolo, varia soltanto fra X e X-f-£, essendo 8 un numero 
positivo arbitrariamente piccolo. 

Da ciò si deduce che l'estremo oscillatorio Aa-^ corrispon- 
dente ai punti a?| sarà compreso anch'esso fra X e X-[-£; quindi, 
poiché evidentemente A^ non può mai essere inferiore a X, si 
conclude subito di qui che il limite inferiore di A, sarà precisa- 
mente X. 

In modo simile si vedrebbe che se X= -oo , il limite inferiore 
di Ax è precisamente — oo cioè X, come anche si troverebbe che 
il limite superiore di X, è precisamente A ; dunque, si può ap- 
punto concludere che gli estremi oscillatorii inferiori e superiori 
destro e sinistro Xar, Ajr, XV, A'x hanno tutti e quattro uno stesso 
limite inferiore, e uno stesso limite superiore in qualsiasi porzione 
delV intervatto nella quale ^i coìisiderino; e quindi, come ora è 
ben naturale, e come risulta del resto anche dalla dimostrazione 
precedente, gli estremi X,: e A^^ si avvicinano contemporaneamente 
in infiniti punti ai loro limiti superiori o ai loro limiti inferiori 
quando questi limiti sono finiti, o crescono insieme indefinita- 
mente quando questi limiti sono infiniti; e lo stesso accade per 
gli estremi X'j^ e A'^. 

148. Queste proprietà notevolissime pongono in evidenza le 
grandi singolarità delle funzioni che rappresentano gli estrerai 
oscillatorii superiori e inferiori quando questi estremi non costi- 
tuiscono una funzione unica, cioè quando non esiste la ordinaria 
derivata. 

1.** Apparisce infatti di qui in primo luogo che: se le funzioni 
"kx e Ax sono sempre finite e non sono sempre uguali fra loro, èsse, 
pure potendo differire Vuna dall'altra in ogni punto, sono tali 
però che in infiniti punti di ogni porzione comunque piccola del- 
l' intervallo in cui si considerano sono vicine Vuna alV altra quanto 
si vuole, mentre in infiniti altri punti della stessa porzione pos- 
sono diif erire Puna dall' altra di quantità sensibilissime che pos- 
sono anche raggiungere ma non superare la quantità A — X; e lo 
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stesso accade delle funzioni X'a? e A'x- Questo poi equivale a dire 
che la funzione Ax — \e che rappresenta le oscillazioni derivatorie 
destre, e così l'altra A'a- — ^X'a, che rappresenta le oscillazioni deri- 
vatorie sinistre, sono tali che per ciascuna di esse in vicinanza 
di qualsiasi punto degli intervalli nei quali gli estremi oscilla- 
torii del rapporto incrementale sono finiti esistono infiniti punti 
nei quali esse sono prossime a zero quanto si vuole; per modo 
che se p. es. la funzione A» — X^ costituita dalle oscillazioni deri- 
vatorie destre è continua in un punto x\ essa in quel punto x' 
dovrà essere zero (§. 45), e perciò nello stesso punto la funzione 
data f(x) avrà la derivata a destra finita e determinata. 

E così in particolare se in ogni punto di un intervallo (a, 6) 
(b esci, se b'^a) gli estremi oscillatorii di una funzione sono finiti, 
e la oscillazione derivatoria destra costituisce una funzione finita 
e continua in ogni punto, essa sarà sempre zero, e la funzione 
data ammetterà sempre la derivata a destra finita e determinata. 
2.° Estendiamo ora, per brevità di linguaggio, i concetti di 
continuità e di discontinuità di prima o di seconda specie che si 
hanno pel caso delle funzioni sempre finite; dicendo cioè che 
una funzione che in un punto Xq ha un valore infinito, p. es.-^-oo ^ 
è continua p. es, a destra di Xq quando il limite dei valori che essa 
ha a destra di Xq è -^-ao ^ ed è contintira in Xq in modo assoluto 
quando il limite dei valori che essa ha a destra e a sinistra di Xq 
è -{-X) ^ ec. . . ; allora valendosi del teorema del paragrafo pre- 
cedente si potrà anche dimostrare che: se uno degli estremi oscil- 
latorii, p. es. Xjp, Ì7i un punto Xq intemo air intervallo che si consi- 
dera è continuo {essetido però finito o infinito), gli altri estremi 
Aa:, X'a;, A'» ucl punto Xq Saranno anch'essi continui e tiguali a X^-o , 
e la funzione data f{x) nello stesso punto Xq ammetterà una deri- 
vata ordinaria determinata {finita però, o infinita e determinata 
di segno) (*). 

(*) A scanso di equivoci, ayyertiamo esplicitamente che, quando si dirà che 
nua fnnzione in nn punto x^ ha la derivata (ordinaria) determiuata o, più sempli- 
cemente, ammette la derivata (ordinaria), senz' altra limitazione, s'intenderà sempre 
d'includere tanto il caso in cui questa derivata è finita, quanto quello in cui essa è 
infinita e determinata di segno (per modo cioò che si la derivata a destra che quella 
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Preso infatti un intorno piccolissimo (Xq — e^, ^o"f"^i) ^®^ 
punto Xq^ in questo intorno i limiti superiori e inferiori della 
funzione X^, e quindi anche delle altre A-r, Xj;, A'^c, quando Xx^ è 
finito differiranno da X^^ di una quantità che colP impiccolire di Bq 
e e^ potrà rendersi piccola quanto si vuole, e quando X^r^ è infinito 
saranno numericamente maggiori di quella quantità che più ci 
piace e é avranno il segno di Xar^; quindi le stesse particolarità 
si avranno anche per le quantità XVo, A,^, e AV©» e perciò le 
quantità X^ , Aa- , X'a? e A'jr , nel punto Xq avranno tutte per 
valore X^^ e saranno continue, come appunto abbiamo enunciato. 
S." In particolare dunque: se una funzione è tale che uno dei 
snoi estremi oscillatorii sia sempre coìitinuo in tutti i punii interni 
a un intervallo (a, 6), essa in questi pmUi avrà sempre la sua deri- 
vata ordinaria determinata e continua, e uguale a questo estremo 
oscillatorio stesso; e se ndV intorno di un punto interno alVifiter- 
vallo dato una funzione f{x) ammette seìnpre la derivata a destra, 
e in quél punto questa derivata è continua, la derivata a sinistra 
ndlo stesso punto esisterà pure e sarà uguale a quella a destra, e 
quindi esisterà la derivata orditiaria {finita però, o infinita e de- 
terminata di segno); talché, più particolarmente ancora si può dire 
che: se la funjsione stessa f{x) ammetterà la derivata a destra in 
tutti i punti interni a un dato intervallo, e questa derivata sarà 
sempre finita e continua, in ciascuno di quei punti la derivata a 
sinistra esisterà pure e sarà uguale a quella a destra, e quindi 
esisterà sempre la derivata ordinaria e sarà una funzione finita e 
continua in qualunque porzione dell* intervallo che non termini ai 
punti estremi a oh. 

Nei punti estremi poi potranno aversi delle singolarità. Però 
se, trattandosi p. es. dell'estremo 6, con a<CJ>, le derivate prese a 
destra dei punti che trovansi a sinistra di 6, colPavvicinarsi inde- 
finitamente di questi punti al punto 6, hanno un limite finito o 
infinito, allora si vede subito (e ciò del resto risulterà come caso 



a sinistra siano ambedue 4~ oo , o siano ambedue—» ) ^. E si noterà che per questa 
semplicizzazione di Unguag^o, i teoremi dei §§. 71 e seg., nei qnili si trova la condi- 
zione che la derivata della funzione sia determinata e finita, o infinita e determinata 
di segno, vengono tutti relativi al caso in cui questa derivata è determinata! 
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particolare anche da quanto diremo nel paragrafo seguente) che 
questo limite sarà precisamente la derivata presa nel punto h a 
sinistra. E così in particolare, se questo limite è finito, e se la 
derivata presa a destra dei punti interni delV intervallo (a, h) è 
sempre finita e continua, e si sa che tale è pure quella a destra 
di a, almeno si sa che avvicinandosi ad a indefinitamente esiste 
un limite determinato e finito pei valori delle derivate a destra, 
allora evidentemente si potrà anche aggiungere che la derivata 
(ordinaria) di f{x) esiste sempre in tutto l' intervallo (a, b) e costi- 
tuisce una funzione finita e continua nelP intervallo stesso. 

4.° Di qui poi apparisce pur chiaramente che: se in ogni punto 
di un dato intervallo la derivata di una funeione presa sempre 
da uì%a stessa parte esiste ed è finita ma diseontinua, o è infinita 
in alcuni punti^ la derivata presa dalValtra parte, o non esisterà 
presenterà singolarità dello stesso genere, potendo però avvenire 
che qtiesi'ultima derivata invece di essere infinita abbia soltanto 
per limite superiore (p inferiore) dei suoi valori V infinito; e in 
particolare anche : se la derivala a destra è sempre determinata 
e finita, e è totalmente discontinua, quella a sinistra o non esisterà, 
se esiste sarà anch'essa totalìnente discontinua; mentre invece se la 
derivata a destra sarà sempre determinata e finita e costituirà una 
funzione punteggiata discontinua, in infiniti pmUi di qualunque 
porzione comunque piccola dell'intervallo dato, dovrà esistere anche 
la derivata a sinistra e essere uguale a qiidla a destra, per modo 
che ìiegli stessi punti esisterà anche la derivata ordinaria; talché 
si può anche asserire che: se esiste una funziotte finita e continua 
la cui derivata a destra in tutti i punti di un dato intervallo sia 
sempre determinata e finita, mentre quella a sinistra non esiste 
in nessun punto, o almeno dove esìste è sempre differente da quella 
a destra, questa derivata a destra dovrà essere una funzione total- 
mente discmitinua in qualunque porzione ddVintervallo dato. 

5.* In ogni caso poi, osservando che in qualunque intervallo 
gli estremi oscillatorii destro e sinistro di una funzione hanno 
tutti lo stesso limite inferiore e lo stesso limite supcriore, eviden- 
temente oltre a poter dire in generale che: quando i varii estremi 
oscillatorii sono finiti , le loro oscillazioni in qualunque porziofie 
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(a, 6) ddVifitervallo dato (a o V esci,) sano sempre ugtMii fra 
loro, si può asserire in particolare che: quando le derivate di una 
funzmie prese a destra e a sinistra nei pmiti di un dato intervallo 
sono entrambe determinate e finite, le oscillasìoni delle derivate 
prese a destra dei putiti di una porzione qualsiasi (a', V) dello 
stesso intervallo (&' csd. se a'<CJ>) sono uguali alle oscillazioni 
delle derivate prese a sinistra degli stessi punti (a' ora esci.) ; e 
per il teorema del §. 141 si può dire anche che : in questo caso in 
infiniti punti della stessa porzione {a\ 6') i valori della derivata a 
destra differiscono tanto poco quanto si vuole dai valori che prende 
la derivata a sinistra negli stessi putUi o in altri punti della 
porzione medesima. 

149. Oltre ai risultati precedenti, se ne hanno altri non meno 
notevoli che servono loro di complemento o di generalizzazione. 

Si consideri uno degli estremi oscillatorii destri, p. es. l'infe- 
riore Xjp, e si supponga che, se Xq è un punto differente da b preso 
nel solito intervallo (a, &), la funzione Xa: colPavvicinarsi indefini- 
tamente di 07 a j^Q a destra abbia un limite determinato (finito, o 
infinito e determinato di segno) che potremo indicare con X^^+o • 

Allora, nei punti di ogni intorno suflBcientemente piccolo 
(Xq, Xq+^) a destra di Xq {Xq per ora esci.), i valori di X^, quando 
Xa-Q+o è finito, saranno tutti compresi fra Xa.o4o — o e X^^+o +o, 
essendo a un numero positivo dato arbitrariamente piccolo, e 
quando "Kto+o è infinito, avranno tutti il segno di X^p^+o e saranno 
numericamente maggiori di un numero positivo dato e arbitra- 
riamente grande e; e in forza del teorema del §. 147, s» e^ è un 
numero positivo qualunque inferiore a e, in ogni intervallo 
(^'o"f"^n ìTq+s) si avranno le stesse particolarità anche per gli 
altri estremi oscillatorii A:^, X'», A'^; talché in particolare i valori 
di X'« e A'x per tutti i punti dell' intorno (^q, ^o~f"*) (^o esci.), 
e così pure i loro limiti inferiori e superiori X' e A' saranno 
compresi fra X^^+o — o e Xa-^+Q-j'^i ^ saranno dello stesso segno 
dì ^o-»^o ® numericamente maggiori di e. 

Ma questi limiti X' e A' sono gli stessi (§. 147) anche pei 
valori delle funzioni Xg 6 \x nei punti dello stesso intorno 
(a?Q, ìPq+s) {xq ora incl.); quindi anche X^^o ^ ^tq dovranno godere 
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essi pure delle particolarità suindicate, e si avrà perciò eviden- 
temente \xo+o == Ko = ^xo= lini Kf = lim Aa.== lim X'^ = lim A'a- , 
ove i limiti si intendono presi per x=Xq-{-0. 

Risultati simili si ottengono partendo dalla ipotesi che 
X'x o A'aj per x=a)Q-\-0 abbiano un limite determinato, e anche 
partendo da uno degli estremi oscillatorii sinistri e consideran- 
dolo negli intorni {Xq — e, O/q) a sinistra di j'q (col supporre però 
allora Xq differente da a); quindi si può ora evidentemente con- 
cludere che : per ogni funzione f{x) finita e continua in un intera 
vallo (a, b): 

1.** Gli estrmii oscillatorii destri non possono avere mai discon- 
tinuità ordinarie a destra dei punti ddlo stesso intervallo {b escl.\ 
e gli estremi oscillatorii sinistri non possoìio avere discontinuità 
ordinarie a sinistra degli stessi punti (a ora escL)^ per modo cioè 
che a destra rcspettivamente o a sinistra dei punti delV intervallo 
(a, b) gli estremi oscillatorii destri o sinistri sono continui o hanno 
discontinuità soltanto di seconda specie. 

2.° Quando in un punto Xq ddV intervallo (a, b) (6 esd,) uno 
degli estremi oscillatorii destri^ p. es. X^, è continuo a destra^ lo 
stesso accadrà ancìie delV altro estremo oscillatorio destro A^., e 
in Xq questi due estremi oscillatorii saranno uguali fra loro^ per 
modo che nello stesso punto Xq esisterà la derivata a destra (finita 
però infinita). 

3."* Nelle stesse ipotesi^ anche gli estremi oscillatori sinistri Xg 
e A'x nel punto Xq a destra saranno cantinui o avranno soltanto 
una discontinuità ordinaria, e il loro valore nel punto Xq, o il limite 
dei loro valori a destra di Xq^ sarà ugtmle alla derivata a 
destra di Xq. 

4.'* Se uno degli estremi oscillatorii sinistri X'» o A'x,nél punto 
Xq a destra è continuo o ha soltanto una discontinuità ordifuxria^ 
anche Vàltro estremo oscillatorio sinistro presenterà Vuna o Valtra 
delle stesse particolarità; e inoltre gli estremi oscillatorii destri X^ 
e Ax saranno coìvtinui nel punto Xq a destra^ e la fumione data 
avrà una derivata a destra determinata e uguale al valore comune 
delle quantità X^o, Aa?^, X'^r^+o e A\^^', per modo quindi che la 
derivata presa in un punto Xq a destra fiofi potrà mancare altro 



— 200 — 

che quando in qud punto x^ uno degli «istremi osciUcUorii presenti 
una discontinuità di seconda specie a destra; e se ciò accadrà per 
uno di questi estremi oscillatorii accadrà pure per gli altri, E si 
può evidentemente aggiungere che: quando un estremo oscillatorio ^ 
le derivate prese a destra o a sinistra vengaìio ad avere una 
discontinuità di seconda specie in un punto ooq a destra, in questo 
punto Xfi i valori degli estremi oscillatorii destri o della derivata 
a destra saranno compresi fra i due numeri entro cui finiscono per 
avvenire le oscillazioni di tutti gli estremi osciUatorii o delle deri- 
vate prese a destra e a sinistra quando ci si avvicina indefinita" 
mente a Xq dalla sua parte destra. 

In particolare poi si può ora asserire che: se nei punti x 
di un dato intervallo (a, h) una funzione finita e continua f{x) 
ammette una derivata a destra dx (finita o infinita)^ questa deri- 
vata dx 1 a destra degli stessi punti dovrà essere continua o avere 
discontinuità soltanto di seconda specie; e se negli stessi punti essa 
ammette sempre anche una derivata a sinistra d'x^ allora in quei 
punti X a destra dei quali questa derivata d'x è continua, o ha 
soltanto una discontinuità ordinaria, la derivata presa a destra dx 
sarà continua dalla jyarte destra e avrà per valore d'^+o ; e vice- 
versa: se il punto X è interno alVintervallo (a, &), e dx è continua 
in X a destra, anche d'x nel punto x a destra sarà continua o avrà 
una discoìitinuità ordinaria; talché, riunendo questi risultati ai 
precedenti, si può anche affermare che: se per uìm fuìizione finita 
e continua la derivata presa sempre da una parte dei punti di un 
dato intervallo (a, 6), p. es. la derivata a destra, è sempre deter- 
minata, e almeno a sinistra dei punii corrispondenti iwn ha mai 
discontinuità di seconda specie; anche la derivata a sinistra esisterà 
pure e sarà sempre continua a sinistra (a eb ora esclusi), 

150. Aggiungiamo ora che: se in un intervallo (a, 6) una fun- 
zione finita e continua f{x) ha seìnpre una derivata a destra 
determinata e finita, e questa derivata dx è zero in alcuni punti di 
qualsiasi porzione anche ristrettissima dello stesso inter^vallo, e è 
semjfre continua a destra di ogni punto, la funzione data si riduce 
a una costante. In questo caso infatti, siccome la funzione dx iu 
ogni punto Xq è continua a destra, mentre poi in punti a destra 
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di ìTq e prossimi quanto si vuole a Xq prende il valore zero, sarà 
sempre dx=0, e quindi si avrà /](a:)==co'st. (§. 79 o §. 146). 

Di qui poi si deduce anche che: se due funzioni (p(x) e ^(x)^ 
finite e continue in un intervallo (a, 6), in tutti i punti di questo 
intervallo (6 esci.) hanno sempre le derivate a destra determinate 
e finite, e queste derivate sono uguali in alcuni punti di qualsiasi 
porzione anche ristrettissima delVintervallo dato, e sono sempre 
continue a destra di ogni punto, le due funzioni ff{x) e ^(x) non 
potranno differire fra loro altro che per una quantità costante, 
giacche la loro differenza tf{x) — ^{oc) sarà nel caso appunto della 
funzione f{x) del teorema precedente. 

Si può poi osservare che, per quanto si è detto nel para- 
grafo precedente, alla condizione posta negli ultimi teoremi, che le 
derivate a destra delle funzioni /l(x), o (f{x) e ^{x)^ siano continue 
a destra di ogni punto, si può sostituire Taltra che le derivate 
stesse non abbiano mai discontinuità di seconda specie a destra 
dei punti corrispondenti. 

151. Per giungere ora ad un altro teorema analogo nel quale 
figurano le derivate a destra e a sinistra, dimostriamo prima che: 
quando una funzione finita f{x) è infinite volte discontinua in un 
intervallo (a, 6); e ha soltanto discontinuità ordinarie, o almeno è 
tale che in ogni porzione deW intervallo (a, b) esistono setnpre dei 
punti nei quali ahneìio da una parte è continua o ha soltanto di- 
scontinuità ordinarie, essa sarà sempre una funzione punteggiata 
discontintéa nell'intervallo dato (a, b). 

In questa ipotesi infatti, in ogni porzione dell'intervallo 
(a, b) si potrà sempre trovare un punto interno x^ tale che i 
valori di f{x) col tendere di :z; a a?| a destra o col tendere di a: a x\ 
a sinistra avranno Qn limite determinato e finito, e quindi, per 
tutti i punti S, T] di un intorno suflBcientemente piccolo (a?^, x^+£) 
del punto x^ a destra, o pei punti S, fi di un intorno pure suffi- 
cientemente piccolo (a?| — Sj, .T'j) di a?| a sinistra (gli estremi al 
più esci.), si avrà in valore assoluto f(i) — /(''iX^i essendo o un 
numero positivo arbitrariamente piccolo. 

Segue da ciò che in ogni porzione di uno almeno dei due 
intorni a destra o a sinistra di jo^ i salti della funzione non 
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potranno mai raggiungere o superare il numero a ; quindi in 
ogni porzione dell'intervallo (a, b) esisteranno sempre altre por- 
zioni nelle quali la funzione farà soltanto salti inferiori a un 
numero positivo dato comunque piccolo o, e la funzione stessa 
(§. 64) sarà una funzione punteggiata discontinua nell'intervallo 
(a, P), come appunto volevamo dimostrare. 

152. Valendosi ora della proprietà dimostrata e di quelle dei 
paragrafi precedenti, si trova con tutta facilità il teorema cui[allu- 
devamo in principio del paragrafo precedente, vale a dire che: se 
tp{x) è una funzione finita e continua in un intervallo (a, b\ e 
nei punti di questo intervallo (6 esci,) ha sempre una derivata a 
destra d„ che, oltre esser determinata e finita^ è continua in ogni 
punto a destra; e ^(x) è un altra funzione finita essa pure e con- 
tinua che in tutti i punti delV intervallo (a, 6) (a esci,) h-a sempre 
una derivata a sinistra determinata e finita h'x che non ìia mai 
discontinuità di seconda specie a destra dei singoli punti, allora 
quando av^venga che in qualunque jìorzione déW intervallo dato 
queste derivate dx, e S'^ in alcuni dei punti nei quali 8'» è continua 
siano anche uguali fra loro, le due funzioni f(x) e ^oc) non 
potranno differire Vuna dall'altra altro che per una quantità 
costante. 

Si osservi infatti che per quanto si è detto nel §. 148 o 
anche nel §. 149, 8'x nei punti nei quali è continua rappresenterà 
ad un tempo tanto la derivata a sinistra che quella a destra della 
funzione ^(ic), talché in questi punti 8'x potrà sempre considerarsi 
anche come la derivata a destra di t^{x). D'altra parte, pel teo- 
rema del paragrafo precedente, in ogni porzione comunque piccola 
dell'intervallo (a, b) esistono effettivamente infiniti punti nei quali 
8'ar è continua; dunque poiché in alcuni di questi punti ^{x) e ^(x) 
hanno sempre le stesse derivate a destra, e, per quanto si è detto 
in fine del §. 149, anche per la funzione ^{x) le derivate prese a 
destra sono continue in ogni punto a destra, pel teorema secondo 
del §. 150 si può concludere subito che ^{x) — (p(^)=cost., e il 
teorema resta così dimostrato. 

Si può qui pure osservare che, per quanto fu detto al §. 149, 
anche in questo teorema, invece di porre la condizione che a destra 
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dei singoli punti la funzione d^ sia sempre continua, si potrebbe 
porre Paltra che essa non abbia discontinuità di seconda specie; 
come si può pur notare che, seguendo i processi tenuti nel 
§. 72, 4.'' e anche in altre occasioni, i teoremi degli ultimi tre 
paragrafi possono venire estesi anclie al caso in cui nelP intervallo 
dato vi è un gruppo (finito o infinito) di punti di prima specie 
pei quali è incerto se siano o nò soddisfatte le condizioni che si 
richiedono per gli altri punti, ec. 

153. Si deve inoltre osservare che il teorema del §. 151, per- 
mette anche di dire che: s^ uìia funzione f{x) è finita ed è total- 
ìnente discontinua in un intervallo (a, 6), dovrà sempre esistere una 
porzione di questo intervallo in ogni punto della quale la funzione 
ha una discontinuità di seconda specie sì a destra che a sinistra; 
talché avendo riguardo al teorema 2.° del §. 148 si può anche 
aggiungere che: se gli estretni oscillatorii di una funzione finita 
e continua f(x) per un dato intervallo (a, 6) sono sempre finiti, 
la derivata ordinaria di questa funzione non può mancare in ogni 
punto altro che nel caso in cui in ogni porzione deUHntervallo 
dato ne esistano sempre altre in ciascun punto delle quali gli 
estremi oscillatorii abbiano discontinuità di seconda specie sì a 
destra che a sinistra. 

154. Merita ora di essere notato che nei punti nei quali X^ e 
Aar sono finiti, per h positivo e sufficientemente piccolo si può 
sempre scrivere: 

essendo e^n* una quantità che è nulla o che in valore assoluto 
coir impiccolire di h può rendersi sempre minore di qualsiasi 
quantità data, e %^h essendo una quantità che varia fra — lei 
(questi limiti inclusi). 

Similmente se in un punto x le funzioni X^ e A'a, sono finite, 
per h positivo si avrà: 

f{x-h)-f{x) W+M, A'^-'^'A^.' . 

essendo Ox,a e ex, a quantità che hanno lo stesso significato delle 
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0«,A e 64, A della forinola precedente; e così quando X^. e Ag^ o X'x e 
A'x sono finiti e non si ha 'kx=\x<i o X'x=A'a. (cioè quando non 
esiste la derivata a destra o quella a sinistra) le formole prece- 
denti danno una scomposizione molto semplice dei rapporti incre- 
mentali destro e sinistro in una parte fissa — ^— o -^ — -^ e 

in una parte 8x,A~*^r |-^i*i ^ ^'*»* — ^o — ^+£«1* continua- 
fi u 

mente osculante fra ^ e e — - — hs, o fra s e 

— ^ — ^+6 , essendo e una quantità positiva piccola a piacere. 
fi 

La parte fìssa poi — ~~ o — Jr — si riduce respettiva- 

fi fi 

mente alla derivata a destra o a quella a sinistra del punto x 
quando Tuna o Taltra di queste derivate esiste; talché la consi- 
derazione di queste quantità potrebbe forse con qualche vantaggio 
sostituirsi a quella delle derivate a destra o a sinistra di x nei 
casi in cui queste derivate non esistono, e Xa-, A», X'x, e A'j. sono 
quantità finite. 

È evidente poi che le formole precedenti valgono in tutti i 
punti deir intervallo che si considera quando i numeri X e A cor- 
rispondenti a questo intervallo sono ambedue finiti. 

155. Avendosi ora la solita funzione finita e continua /(.r), 
prendiamo a considerare insieme a lei le infinite funzioni pur 
finite è continue (f(:c)=f{x) — |ix — v che si ottengono da f{x) col 
togliervi le funzioni di primo grado [ta:-}-v, e delle quali la fun- 
zione data f{x) non sarà che un caso particolare (quello cioè corri- 
spondente a |i=^0, v=0); e riguardiamo come distinte fra loro 
soltanto quelle funzioni ^(x) che diflferiscono pel valore di |i, 
giacché il valore della costaute v non ha influenza né sulle deri- 
vate né sui rapporti incrementali. 

Sarà facile vedere che affinchè la solita funzione f{x) in un 
punto Xq abbia una derivata a destra determiìiata {finitok però o 
infinita), è necessario e sufficiente che fra le infinite funzioni ^{x) 
clic si oUcìigono da f{x) togliendovi le funzioni di primo grado 
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|ix-fv {la funzione f{x) indusa) ve ne aia tutfal più una che, 
considerata a destra di Xq , in questo punta x^ non è né crescente 
ne decrescente (*). 

Si osservi infatti dapprima che se la derivata di f{x) nel 
punto x^ a destra esiste ma è uguale a -{~^ o uguale a —oo , le 
funzioni Qp(a7), considerate negli intomi di x^ a destra, nel punto 
Xq saranno tutte crescenti o tutte decrescenti respettivamente; 
giacché per ogni valore dì (jl esisterà un valore positivo h^ tale 
che per h positivo e inferiore a A^, nel primo caso si avrà sempre: 

h ~ h ^^^' 

e nel secondo si avrà: 

1 h ^<^' 

e quindi nel primo caso sarà: ?(i^o"f"^)^?(^oH ® ^^^ secondo 
sarà: ?(a7o+A)<?(a?o) . 

Invece se nel punto x^ la derivata di f{x) a destra esiste ed ha 
un valore finito a, si vede subito al modo stesso che in questo 
punto x^ le funzioni (p{x)=f(x) — [u; — v corrispondenti ai valori 
di |i' inferiori ad a saranno tutte crescenti, e quelle corrispon- 
denti ai valori di (jl inferiori ad a saranno tutte decrescenti, e non 
rimarrà incertezza che per la funzione ^{x)=f{x) — ax — v che 
corrisponde a |i=a; quindi evidentemente la condizione posta 
sopra per la esistenza della derivata di f{x)a destra di ^Tq è con- 
dizione necessaria. 

Ammesso ora che questa condizione sia soddisfatta, è facile 
vedere che la derivata di f{x) nel punto x^a destra è determinata, 
e quindi la condizione stessa è anche condizione sufficiente per 
resistenza di questa derivata. 

Se si suppone infatti dapprima che le funzioni f(x)^ consi- 

(*) Una fonzioDe chOr considerata in un intorno (ar^, st^^t) a destra di ««, in questo 
pnnto Xq non è né crescente né decrescente, deve necessariamente avere fra xq e «r^t 
un numero infinito di massimi e di minimi, o deve avere un tratto dMnvariabilità clie 
termini in «o (I* ^)* 
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derate al solito in un intorno del punto oOq a destra, in questo 
punto Xq siano tutte crescenti o siano tutte decrescenti, allora 
siccome, qualunque sia (jl, per tutti i valori di h inferiori a un 
numero positivo convenientemente scelto si ha sempre: 

?K+*)-?(^o)=A^o+A)-/(^o)-hA>0 , 
o sempre: 

si vedrà subito che la derivata di f{x) nel punto x^ a destra esiste, 
essendo però uguale a -j-^o o a — oo respetti vamente; e se nel 
punto Xq alcune delle funzioni 9 (x) sono crescenti e altre sono 
decrescenti, allora, osservando che per P ipotesi fatta esiste tutt^al 
più un solo valore di (j. pel quale la funzione 9(0?) corrispondente 
non è né crescente né decrescente nel punto x^^ e osservando anche 
che, se in Xq le funzioni (p{x) corrispondenti al valore (j.^ di |i sono 
crescenti, tali saranno anche quelle corrispondenti ai valori di [i 
inferiori a |if , e se le funzioni corrispondenti al valore [i^ di (i. sono 
decrescenti, tali saranno anche quelle corrispondenti ai valori di |i 
superiori a [i^ , si vedrà subito che nel caso attuale esisterà (§. 5) 
un valore determinato e finito a tale che le funzioni 
(p{x)=:f(x) — [ix — V per |i<Ct» saranno tutte crescenti in a?^, e per 
{i>a saranno tutte decrescenti, e conseguentemente per ógni 
valore positivo e arbitrariamente piccolo di e esisterà un valore 
positivo h^ tale che per h positivo e inferiore a h^ si abbia sempre : 

/l^o+*)-/l*o)-(a-e)A>0 , /la;o+A)-/l[a;o)-(a+6)A<0 , 
ovvero : 

e perciò anche: 

h 

talché, esistendo anche in questo caso nel punto Xq la derivata 
di f{x) a destra, si conclude che effettivamente la condizione da 
cui siamo partiti é anche condizione sufficiente per resistenza di 
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questa derivata; e con ciò il teorema enunciato sopra resta com- 
pletamente dimostrato. 

Questo teorema, applicato ai singoli punti di un intervallo 
dato, può naturalmente servire a riconoscere se una funzione 
finita e continua in tutto un intervallo ammette o nò una deri- 
vata determinata a destra (o a sinistra) di ogni punto dell^ inter- 
vallo stesso. 

156. 11 processo che abbiamo tenuto per la dimostrazione del 
teorema precedente ci permette anche di dire evidentemente che: 
affinchè la solita funeione f{x) in un punto Xq abbia una derivata 
a destra determinata e finita^ è necessario e sufficiente che fra le 
infinite funzioni 'f{x)=f{x)-^x-^ che si ottengono da f{x) toglien- 
dovi {o aggiungendovi) le varie funzioni di primo grado |j.r-}-v 
(Za f{x) incl.\ ve ne siano alcune crescenti e alcune decrescenti nel 
punto oOq quando si considerano soltanto a destra di questo punto, 
e ve ne sia tutCal più una che non è né crescente ne decrescente 
in a?Q, anche^ il che è lo stesso, ve ne sia una ^{^)=f{^) — ax — v 
che segna come la linea di separazione fra le funzioni tf(x) che 
in Xq sono crescenti e qudle che in Xq sono decrescenti^ per modo 
cioè che per ^<Ca le funzioni stesse in Xq siano tutte crescenti, e 
per {Ji3>ct siano tutte deecrescnti. 

E noteremo che quando il punto Xq appartenga a un inter- 
vallo nel quale i limiti inferiore e superiore X e A degli estremi 
oscillatoriì sono finiti, necessariamente alcune delle funzioni (p{x) 
saranno crescenti in Xq e altre saranno decrescenti, talché allora 
basterà occuparsi soltanto della seconda condizione che non è 
altro che la condizione generale; come noteremo anche che se 
tf{pc)^=f{x) — oa;— 'V è la funzione che segna la linea di separazione 
fra le funzioni ^{x) che in x^ sono crescenti e quelle che in x^ 
sono decrescenti, la derivata di f{x) a destra di x^ sarà precisa- 
mente a, 

157. Osserviamo poi che se in intorni sufficientemente piccoli 
(^01 ^'o~l~'s) ^ destra di un punto x^ una funzione non ha un nu- 
mero infinito di màssimi e minimi, essa nel punto x^ deve neces- 
sariamente essere crescente o essere decrescente, o deve avere un 
punto limite d* invariabilità (§. 58); e se una delle solite funzioni 
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y(a;), considerate nel solito intorno (a?Q, ^o+^) ^ destra di Tq, p. es. 
la ^{x)^=f{x) — ax — V, in Xq ha un punto limite d'invariabilità, 
le altre funzioni ^{jc)=f{x) — ]yjT — v per |i.<C« saranno tutte cre- 
scenti e per |i>a saranno invece decrescenti; come anche se una 
funzione 9(3?), p. es. la 'f{x)^=f[x) — ax — v, in x^ è crescente, tali 
saranno pure le funzioni tf{po)=f{x) — [U? — v corrispondenti a 
|i<[a, e se la funzione ^{x)=f{x) — or — v in Xq è decrescente, 
tali saranno anche le funzioni f(x)=f\x) — \iz — v corrispondenti 
a \L>a. 

Si dedurrà subito da ciò che se in un intorno sufficiente- 
mente piccolo (Xq^ ^o4~^) ^ destra di Xq nessuna delle funzioni 
(f(x) (la f(x) inclus.) ha infiniti massimi e minimi, allora saremo 
evidentemente nel caso della esistenza della derivata di f{x) a 
destra di Xq (§. 155); e lo stesso accadrà anche se fra queste fun- 
zioni ^{x) ve ne ha soltanto un numero finito w, come p. es. le fun- 
zioni ?«(^)=/ì[a?)-|i|a:— V, ?2(^)=/'(j')~"m3:-v, 9m(a?)=/ì[a;)-|j.mx-v, 
che fra Xq e ^o"f"^ abbiano un numero infinito di massimi e di 
minimi, giacché evidentemente, in questo ultimo caso, di funzioni 
9(.r) che non siano ne crescenti né decrescenti in x^ non vi potrà 
essere che una soltanto delle funzioni ^i{x)^ (pg{x) , . . . 'f t«(3?), 
una delle funzioni (p{x) corrispondenti a un altro valore di «i per 
la quale il punto Xq sia un punto limite d' invariabilità ; quindi 
si può ora evidentemente aiffermare che: se in un intomo suf/ì- 
cientemente piccolo {x^^ x^^-{-s) a destra di Xq wia funzione finita 
e continua f(x) non ha infiniti massimi e minimi e neppure li 
acquista quando vi si toglie (p vi si aggiunge) una funeioìie di 
primo grado qualsiasi [iìT+v; anche se fra le infinite funzioni 
?(^)=A^)~l*^-v che così si ottengono {la f{x) inclus.) ne esistono 
soltanto alcune^ in numero finito^ cJie nello stesso intorfio hanno un 
numero infitiito di massimi e minimi, allora la funzione stessa f{x) 
in qud punto Xq avrà una derivata a destra determinata; e questa 
derivata sarà anche finita se fra le funzioni ^(pc) ve ne saranno 
alcune crescenti e alcune decresceìiti in Xq a destra^ se il putito x^ 
apparterrà a un intervallo nel quale i soliti numeri limiti X e A 
corrispondenti a f{x) sono entrambi finiti. 

158. E così in particolare ricordando anche le osservazioni 
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dei §§• 143 e 144, noi potremmo enunciare un teorema intomo 
alla esistenza e alla natura delle derivate a destra e a sinistra per 
le funzioni che rispetto ai massimi e minimi si comportano come 
quelle considerate negli stessi paragrafi; però noi troviamo utile 
invece di esporre alcune altre osservazioni in forza delle quali 
il teorema medesimo potrà essere poi enunciato per una classe 
molto più generale di funzioni 

S'indichi perciò con f{x) una funzione qualunque finita e 
continua in un dato intervallo, e considerando le solite funzioni 
^{x)=^f{x) — jia? — V, si supponga che in intomi p. e. a destra di 
un punto ^01 l^&Qipi^zza dei quali può anche variare col valore 
di |i, nessuna delle funzioni ^{x\ ad eccezione tuU*al più di quelle 
corrispondenti a un numero finito di valori i^i) (l'ai . . . [''» di (l 
(|i|-=0, (12=0,..., |ig,=0 f{x) inclus.) abbia un numero infinito 
di massimi e di minimi. 

Allora pel teorema del paragrafo precedente, la funzione f{x) 
nel punto x^ avrà una derivata a destra determinata e^a,^, e se 
questa derivata dx^^ è finita, la funzione tp{x)=f{x) — (io? — v con- 
siderata in un intorno a destra di Xq , la cui ampiezza dipenderà 
ordinariamente dal valore di (jl, per |t<C^a;o ^^^ crescente in (Tq, 
e per \i>dzQ sarà decrescente; quindi, per questo, e in forza 
ancora della ipotesi che abbiamo fatta intorno ai massimi e minimi 
delle funzioni f{x) e (p{x) negli intorni di Xq , per ogni valore spe- 
ciale di (t diverso dai numeri (jl, , (jl^ , . . . , |t.., quando è il caso di 
considerarli, esisterà un intervallo di ampiezza finita (a?o, Xq-^b) 
a destra di Xq tale che in ogni suo punto x (gli estr. esci.) per h 
positivo e sufficientemente piccolo, si avrà: 

ovvero: 

f^^M>^ per ^<d.,, e: f^^M<^ per ,>^.. 

Ora, siccome i numeri (jl^, 14, . . . (t«, se pur devono consi- 
derarsi, sono in numero finito, quand'anche dg^ sia uguale a uno 

14 
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di essi, esisterà un numero differente da zero e positiyo 0| tale 
che per tutti i Talori di (t diversi da d,^ e compresi fra dx^ — 0| e 
dx^-^o^ si avranno le diseguaglianze precedenti; quindi, suppo- 
nendo una volta {t=rf»o — o, e im altra |i.=d,r„+(3, con o positivo e 
inferiore a a| e comunque piccolo, si concluderà intanto che quando 
d^ è finito, gli estremi oscUlatorii X», A,, X',, X'^ dei rapporti 
incrementali di fico) relativi ai punti x situati a destra di x^^ per 
a?=a?0+O avranno tutti per limite la derivata a destra di x^ cioè dx^- 
Similmente, se p.es. dxo=+oo., si osserverà che qualunque 
sia [1. le funzioni ^(2?) considerate a destra di Xq sono tutte crescenti 
in Xo; talché quando rispetto ai massimi e minimi la funzione f{x) 
soddisfa alle condizioni indicate sopra, per ogni valore speciale 
abbastanza grande di \l esisterà un intervallo sufficientemente 
piccolo, ma di ampiezza differente da zero a destra di Xq (o^q, x^i-^) 
tale che in ogni suo punto x {Xq esci.) si avrà sempre: 

— — ■_, > >^i e quindi cólV avvicinarsi di x a x^a destra gli 

estremi oscUlatorii X^, A», X'»?, A'x avranno tutti per limite +00 , 
cioè ancora la derivata a destra di Xq d^^; dunque, particolariz- 
zando ora col supporre anche che le derivate dx di f(x) prese 
a destra dei punti x di un certo intorno a destra di Xq^ o quelle 
d'x prese a sinistra degli stessi punti x siano sempre determinate, 
si può evidentemente affermare che: se in intorni sufficiente- 
metìte piccoli a destra di un punto Xq una funzione f{x) non ha 
infiniti massimi e minimi e neppure li acquista togliendovi (0 ag- 
giungendovi) le varie funzioni di i)rimo grado ]lx-\-'^\ anche se 
fra le infinite funzioni f(x)=f{x) — }uc — v che così si ottengono 
(la f(x) incL) ne esistono soltanto alcune, in numero finito, cfie 
in quelli intorni hanno un numero infinito di massimi e minimi, 
allora la funzione f{x) oltre a godere della proprietà di avere nel 
punto Xq una derivata a destra determinata (finita infinita) dx^ , 
godrà anche delPaUra che, se esistono le sue derivate a destra dg 
ìlei punti x di un intorno di Xq a destra, queste derivate dx saranno 
continue nel punto Xq a destra; e se esistono le sue derivate d'« a 
sinistra degli stessi punti x {Xq al piii escl.\ queste derivate d'x 
per a;=^Q+0 avranno anch'esse un limite determinato che sarà 
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appunto la derivata a destra nel punto Xq cioè dx^. (S* intende che 
in questo teorema, come anche in quello del paragrafo precedente, 
gli intomi che si considerano per le varie funzioni f(x) e ^{x\ , 
pure esistendo sempre per ogni valore speciale di (i, possono anche 
andare impiccolendo oltre ogni limite colPapprossimarsi di (i a 
certi valori speciali). 

159. Osserviamo ora in generale che se in ogni intorno comun-* 
que piccolo di un punto x^ a destra una funzione f{x) ha un 
numero infinito di massimi e minimi, nello stesso intorno esistd'* 
ranno sempre infiniti punti (massimi) nei quali gli estremi oscil- 
latorii dei rapporti incrementali destri sono negativi o nulli, e 
infiniti altri punti (minimi) nei quali gli stessi estremi oscillatorii 
sono invece positivi o nulli, e lo stesso accadrà (ma inversamente) 
per gli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali sinistri; 
quindi è certo che: se una funzione f{x) in ogni intorno di un 
punto Xq a destra ha un nwnero infinito di massimi e minimi, 
nessuno dei varii estremi oscillatorii dei rapporti incrementali reld-' 
tivi ai punti x situati a destra di x^^ potrà avere un limite deter- 
minato per x=Xq'\-0 , a meno che questo limite non sia uguale 
allo zero. 

In particolare dunque si può affermare che: se una funzione 
f{x) in ogni intorno di un punto Xq a destra ha un numero infinito 
di massimi e minimi, e nei punti x di questo intorno ha sempre 
le derivate a destra dx^ o quelle a sinistra d'», determinate, queste 
derivate non potranno avere un limite determinato per x=Xq-\'Q 
a meno die questo limite non sia lo zero; per modo quindi che 
per la stessa funzione le derivate dx prese a destra dei punti x 
situati a destra di x^^ non gioiranno essere continue nel punto Xq a 
destra, senza che il valore dx^ della derivata presa mi punto Xq a 
destra sia ugnale allo zero; o, in altri termini : se una funzione 
f{x) ha un nume^'O infinito di massimi e minimi in ogni intomo 
di un punto Xq a destra e nei punti x di questo intomo {Xq incl.) 
ammette sempre una derivata a destra determinata dz^ questa 
derivata ììd punto x^ dovrà essere zero, o dovrà avere a destra di 
questo punto x^ una discontinuità di seconda specie (§. 149). 

160. Si osservi ora che quando la derivata di f{x) presa nel 



— 212 — 

punto Xq a destra ha un yalore determinato e finito c2«o, &a le 
funzioni y(a?)=/*(a?) — [la? — v non vi è che quella corrispondente 
a ^=dx^ che nel punto Xq abbia la derivata a destra uguale a zero; 
e se dxo è infinito, la derivata di (p(x) presa nel punto Xq a destra 
è essa pure infinita qualunque sia {t. Si dedurrà da ciò immedia- 
tamente che: se nei punti x di un intomo a destra^ di Xq {xq ind.) 
le derivate a destra dx per una funzione f(x) sono sempre determi- 
nate, e nel punto Xq sono anche continue, fra le infinite funzioni 
tp{x)=f{x)-\)^-'^ {la f{x) inclus,) che si ottengono da f{x) toglien- 
dovi le funzioni di primo ji'v+v, ne esisterà tuttodì più soltanto 
una che in intorni comunque piccoli a destra di Xq abbia un 
numero infinito di massimi e minimi; e viceversa, pei teoremi 
precedenti, si potrà anche affermare che: se fra le infinite funzioni 
(p{x) {la f{x) inclus.) non ve ne può essere altro che un numero 
finito che in intorni sufficientefneìite piccoli di Xq a destra abbiano 
un numero infinito di massimi e minimi, allora le derivate dx di 
f{x) a destra, quando esistano anche nei punti x situati a destra 
di Xq , saranno cmitinue nel punto x^ a destra; e di funzioni ^{x) 
che abbiano un numero infinito di fnassimi e minimi in intorni a 
destra di Xq {la f{x) incl.) non ve ìie sarà alcuna, o ve ìie sarà 
Ultimai più soltanto una; talché, sempre sotto l'ipotesi della esistenza 
delle derivate di f{x) prese a destra di x^ e dei punti x situati a 
destra di Xq , si può anche affermare che se queste derivate hanno 
una discontinuità {di seconda specie §. 149) nd punto Xq a destra, 
fra le funzioni tp{x) (la f{x) ind.) ne dovrà esistere un numero 
infinito che in intomi comunque piccoli dd punto Xq a destra 
abbiano un numero infinito di massimi e di minimi. 

161. E ora opportuno di aggiungere che se per una funzione 
finita e continua f{x)^ le derivate a destra o a sinistra dei punti x 
di un certo intervallo (a, b)^p. es. quelle a destra d», oltre essere 
determinate {finite cioè o infinite), godono anche della proprietà 
che in ogni porzione di (a, b) esistano sempre altre porzioni in ogni 
punto delle quali le derivate stesse sono sempre continue almeno da 
una parte; allora la funzione data f{x) in infiniti punti di qualsiasi 
porzione delV intervallo dato avrà anche la derivata ordinaria 
determinata e finita; e, a mem che in quella porzUme la funzione 
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f(x) non sia eostante, esisteranno sempre in essa altre porzioni di 
ampieeea finita nelle qtuili le derivate stesse d^ saranno sempre 
finite e discoste da zero più di una quantità determinata, essendo 
al tempo stesso tutte del medesimo segno, e in quelle porzioni la 
funzione data f{x) non farà oscillazioni e sarà sempre crescente 
sempre decrescente. 

Con queste ipotesi infatti in ogni porzione comunque piccola 
(a, p) deir intervallo (a, h) se ne potranno sempre trovare infinite 
altre nei punti delle quali dx è sempre continua almeno da una 
parte; e se in una di queste porzioni {a\ V) dx non sarà sempre 
finita, per modo che in alcuni punti essa sia p.es. uguale a -^oo , 
o prenda anche valori p. es. positivi e maggiori di qualunque 
numero dato, a destra o a sinistra di questi punti dovranno sempre 
esistere degli intorni nei punti dei quali dx sia sempre positivo. 

Ma allora, pel teorema dei §§. 135 o 146, la funzione dx nei 
punti di questi intorni non potrà essere sempre infinita, e in essi 
dovranno esistere necessariamente dei punti x\ a;", . . . nei quali 
essa ha un valore finito ; dunque poiché nei punti di {a\ V) dx 
è sempre continua almeno da una parfce, è certo che in (a', b') 
esisteranno anche degli intervalli (intorni cioè dei nuovi punti 
x\ x", . . . ) in ogni punto dei quali dx è sempre finita; talché 
si può ora intanto asserire che sotto le fatte ipotesi, in ogni 
porzione (a, p) di (a, V) ne esisteranno infinite altre nei punti 
delle quali le derivate a destra dx oltre essere sempre continue 
almeno da una parte, sono anche numericamente inferiori a un 
numero finito. 

Ora, se (a^ , h^ é una dì queste porzioni di (a, P), in essa la 
funzione dx sarà continua totalmente o genei^lmente o sarà una 
funzione punteggiata discontinua (§. 153); quindi entro (a^, &^) 
dovranno sempre esistere infiniti punti nei quali dx é assoluta- 
mente contìnua, e per quanto si disse al §. 148, la funzione f(x) 
in questi punti avrà anche la derivata ordinaria determinata e 
finita^ talché intanto può dirsi dimostrata una parte del teorema 
enunciato. 

Aggiungiamo ora che, quando fix) non è sempre costante 
fra a^, e h^, pel teorema dei §§. 79 o 146 la derivata dx non 
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potrà essere zero in ogni punto di (a^ , &|), ma dovranno esistere 
infiniti punti di questo intervallo nei quali essa è differente da 
zero; quindi, poiché in ogni punto di (a^, h^) la funzione dx è 
continua almeno da una parte, esisteranno pure degli intervalli di 
ampiezza finita fra a^ e b^ in ogni punto dei quali la funzione 
stessa dx è finita e differente da zero più di una quantità deter- 
minata, e ha sempre il medesimo segno; talché, osservando che 
quest^ultima circostanza porta anche che negli stessi intervalli 
la funzione f^x) aia sempre crescente o sia sempre decrescente, 
il teorema enunciato sopra può dirsi ora completamente dimo- 
strato in tutte le sue parti. 

162. Riunendo ora i varii risultati che qui abbiamo ottenuto, 
si giunge con tutta facilità al teorema seguente che è quello cui 
alludevamo in principio del §. 158: se in tutto un intervallo (a, b) 
una funzione finita e continua f{x) non ha infiniti massimi e mi- 
nimi, e neppure li acquista quando vi si toglie {o vi si aggiunge) 
una funzione di primo grado qualsiasi [u;-|-v; o anche, se fra le 
infinite funzioni ^{x) cJie così si ottengono (la f{x) incL) per ogni 
punto Xq di (a, b) ne esiste tutfal più una che in ogni intomo 
comunque piccolo a destra di rr^ venga a avere un numero infinito 
di massimi e minimi; e una circostanza simile si presenta per gli 
intomi di Xq a sinistra; allora: 

1.* te funzione f(x) avrà sempre una derivata determinata 
{finita però o infinita) sì a destra che a sinistra di ogni punto 
dell'intervallo dato (a, 6). 

2.'' la derivata dx di questa funzione f{x) presa a destra dei 
punti X ddVintervallo dato (b esd, se b'^a) costituirà una fun- 
zione che sarà sempre continua o che avrà tutfàl piti soltanto delle 
discontinuità ordinarie a sinistra di alcuni punti {in numero finito 
infinito). 

3.*" la derivata d'x a sinistra dei punti x dello stesso intervallo 
{a esci.) costituirà anch'essa una funzione che sarà sempre conti- 
nua che avrà soltanto delle discontinuità ordinarie a destra di 
alcuni punti; e in ogni punto x interno aWintervallo dato si avrà 
dxHi=dxì dx-o=d'xy d['»+o=^«, d'«-o=dt'x, essendo d^^^ d',^ i 
limiti che si hanno per dx e d'x colV avvicinarsi indefinitamente al 
punto Xq a destra, ec... 
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4.* in ogni porzione comunque piccola delTintervaUo stesso esi- 
steranno sempre degli intervalli di ampiezza finita nei quali si le 
derivate a destra che quelle a sinistra, oUre essere determinate, sono 
anche finite, per modo che negli intervalli stessi esse saranno fun^ 
eioni finite e continue totalmente o generalmente, o funzioni pun- 
teggiate discontinue; e a fneno che nella stessa porzione la funzione 
f(x) non sia costante, queste derivate in intervalli di ampiezza finita 
presi nella porzione medesima saranno anche discoste da zero più 
di una quantità determinata, e saranno sempre dello stesso segno, 
per modo che in qudli intervalli la funzione f{x) non farà oscillar 
eioni e sarà sempre crescente o sempre decrescente. 

5."* in ogni porzione dell'intervallo dato vi saranno sempre 
anche infiniti punti nei quali esisterà e avrà un valore finito anche 
la derivata intesa nel senso ordinario. 

Naturalmente poi, le particolarità che qui si hanno per le 
funzioni f{x) si hanno al tempo stesso anche per le funzioni tf[x) ; 
e se i soliti numeri X e A relativi a f\x) per l'intervallo (a, h) che 
si considera sono finiti, le derivate delle funzioni f(x) e ^{x) a 
destra e a sinistra dei punti di questo intervallo saranno sempre 
finite e comprese fra X e A o fra X— (i e A — (i. (questi limiti 
inclusi o nò). 

163. E per quanto si disse al §. 160 s' intende subito anche 
che delle funzioni cui si riferisce il teorema ora enunciato sono 
casi particolarissimi quelle dei §§. 143 e 144 per le quali cioè fra 
le funzioni ^[x)-=f(x) — ^x — v ne esistono soltanto alcune in 
numero finito che fra a eh hanno un numero infinito di massimi 
e minimi; talché anche a queste ultime funzioni si applica in tutte 
le sue parti il teorema ora enunciato, 

164. E sempre per quanto si disse al §. 160 si può eviden- 
temente, come teorema reciproco di quello del §. 162, enunciare 
Taltro che dice che: quando per una funzione finita e continua 
f{x) le derivate a destra e a sinistra dei punti x di un dato inter- 
vallo esistono e sono continue a destra e a sinistra respettivamente 
degli stessi punti, questa funzione f{x) rispetto ai massimi e minimi 
godrà delle proprietà poste in principio per le funzioni dd teorema 
dd §. 162, e per essa sussisteranno anche tutte le altre proprietà 
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dd medesimo teorema; talché si può ora asserire che: quando per 
una funzione si richieda che le derivate prese a destra e quelle 
prese a sinistra dei punti di un daJto intervallo y oUre essere deter- 
minate siano anche continue respettivamente a destra e a sinistra 
dei punti corrispondenti, le condizioni poste in principio del teo^ 
rema del §. 162 possono riguardarsi come condizioni necessarie 
e sufficienti per resistenza di queste derivate, 

165. Inoltre notiamo che quando per la funzione f{x) del 
teorema del §. 162, non si fosse posta alcuna condizione rispetto 
agli intomi a sinistra dei punti delP intervallo (a, 6), lasciando 
però ferme le altre condizioni, noi avremmo ancora potuto enun- 
ciare il teorema stesso in quelle parti che riguardano resistenza 
delle derivate a destra e la loro continuità a destra dei singoli 
punti, e in quelle parti anche che si riferiscono alla esistenza 
degli intervalli nei quali queste derivate sono finite e diverse da 
zero, e alla esistenza della derivata ordinaria in infiniti punti 
dell^ intervallo (a, &), ec. . . . 

166. In forza poi del teorema del §. 162 e sempre j>er le fun^ 
Miti cui U teorema stesso si riferisce, si potrà anche asserire che 
se in un punto cOq interno alV intervallo dato la derivata a destra 
ha un valore dx^ difi^erente dal valore d'x^ che essa ha a sinistra, 
e si ha p. es. dx^d'^^ , in ogni intomo sufficientemente piccolo 
del punto x^ accadrà che le derivate a destra e a sinistra prese 
nei punti dello stesso intorno che sono situati a destra di x^ non 
saranno mai inferiori a dz^ più di una quantità arbitrariamente 
piccola 0, mentre quelle prese nei punti dello stesso intomo che 
trovansi a sinistra di Xq non saranno mai superiori a d\^ più di a; 
per modo cioè che nessuna delle derivate a destra o a sinistra dei 
punti délVintiero intorno che si considera prenderà valori compresi 
fra d'xo — e ^'^o+o 1 e questi valori verranno così in certo modo 
ad essere saltati tutti quanti dalle derivate a destra e da quelle 
a sinistra, e al limite si avrà un vero e proprio salto da d'xo ^ d^^, 

167. In forza ancora del teorema del §. 162, e sempre ^er le 
funzioni f{x) cui il teorema stesso si riferisce si può anche eviden- 
temente aggiungere che: quando in alcuni punti di intorni comtm-- 
que piccoli di un punto Xq le derivate a destra o quelle a sinistra 
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prendono valori vicini quanto si vude a una data quantiià finita A, 
prendono valori p. es. positivi e maggiori di qualunque numero 
finito, allora nd punto Xq una almeno détte due derivate a destra 
e a sinistra d»^ e (2 «^ prenderà effettivamente il valore A, o U 
valore +oo respettivamente, 

E valendosi ora di questo teorema è facile anche di dimo- 
strare, sempre ,p^ le stesse funzioni f(x\ che: quando le derivate 
a destra o qudle a sinistra in punti ddVintervallo {a, b) prendono 
anche valori prossimi quanto si vuole a una data quantità finita A, 
prendono p. es, valori positivi e maggiori di qualsiasi numero 
dato, esisterà sempre fra aeb {aeb ind.) almeno un punto deter- 
minato ocq ntil quale una almeno delle due derivate a destra o a 
sinistra dg^ o d'xo prenderà effettivamente il valore Ay o il valore 
+00 respettivamente. 

Nel primo caso infatti, il limite inferiore dei yalori di una 
almeno delle quantità (d» — A)*, (d« — A)^ nell'intervallo (a, b) 
sarà evidentemente uguale allo zero; quindi, attribuendo un valore 
positivo qualunque diverso da zero nel punto b alla prima e nel 
punto a alla seconda di queste quantità (a<C&), pel teorema di 
Weierstrass (§. 36) si scorgerà subito che fra a e 6 (a e 6 inclus.) 
dovrà esistere almeno un punto determinato Xq tale che in alcuni 
punti X di ogni suo intorno comunque piccolo dg o d'g prende* 
ranno valori prossimi quanto si vuole ad A; e questo, pel teorema 
enunciato testé, porta appunto che si abbia o (fxo=A, o c?'«^=A. 

Similmente nel secondo caso, osservando che allora -f-oo è 
il limite superiore dei valori di dx e di d'x^ e ricordando le pro- 
prietà di questo limite, si vede subito che esisterà almeno un 
punto Xq fra a e 6 in ogni intomo del quale dx o d'x prenderanno 
anche valori positivi maggiori di qualunque numero dato, e per- 
ciò in questo punto x^ si avrà o rfxo=+'^ » o d'xo=-|-<^ ; talché 
il teorema enunciato può dirsi ora completamente dimostrato. 

168. I teoremi enunciati nei §§. 157 e seg. danno delle con- 
dizioni per la esistenza delle derivate a destra di un punto, o 
dalPuna o dalP altra parte dei punti di un dato intervallo, e danno 
delle proprietà generali relative a queste derivate. Indipenden- 
temente poi anche da questi teoremi, si poteva fin da principio 
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osservare che quando una funzione f{x) non ha una deriyata deter- 
minata (finita o infinita) a destra di un punto ^q, e Xr^ « A^^ sono 
gli estremi oscillatorìi corrispondenti a questo punto (che allora 
saranno differenti fra loro), le infinite funzioni 9(a7)=/\'a?)— {to?— v 
che si ottengono da f(z) togliendovi le funzioni di primo grado 
|i.x-{-v corrispondenti ai valori di \l compresi fra Xx^ e A^^^ (questi 
limiti al più esclusi) avranno tutte un numero infinito di massimi 
e minimi nelle vicinanze di Xq a destra, giacche evidentemente 

pel punto ^0 i loro rapporti incrementali destri ^(^o+^j^-y^^o^ 

coir impiccolire indefinito di h passeranno continuamente dal 
positivo al negativo; quindi anche senza i risultati precedenti 
avremmo potuto asserire che la mancanza di una derivata deter- 
minata a destra di oc^ {finita o infinita) in una funzione f{x), 
porta di necessità che nella serie di funzioni formata dalla fun- 
zione f{x) e dalle solite funzioni ^{x) che si ottengono da lei 
togliendovi o aggiungendovi le varie funzioni di primo grado |i.:r +v, 
ne esista un numero infinito che in ogni intorno {x^^ x^-^-^) di Xq 
a destra presentino infiniti massimi e minimi. 

Aggiungiamo che l'essere zero o l'essere infinite le derivate a 
destra o a sinistra di una funzione f{x) in alcuni punti di qualsiasi 
porzione comunque piccola di un dato intervallo nel quale essa non 
è costante porta ancora di necessità che fra le solite funzioni rp{x) 
{la f(x) incL) ne esista un numero infinito che nelle stesse porzioni 
hanno infiniti massimi e minimi, perchè altrimenti per il teorema 
del §. 162 nelle porzioni medesime delP intervallo dato vi sarebbero 
sempre altri intervalli nei punti dei quali sì le derivate a destra 
che quelle a sinistra sarebbero determinate e finite e discoste da 
zero; quindi, mentre, a conferma di quanto fu detto nel §. 132, 
apparisce chiaro di qui che la presenza delle indicate singolarità 
nelle derivate di una funzione a destra o a sinistra dei punti di un 
dato intervallo non può sempre attribuirsi alla presenza di massimi 
e minimi in numero infinito nelle funzioni stesse, resta però assi- 
curato che quando le dette singolarità nelle derivate esistono, gli 
infiniti massimi e minimi devono sempre comparire, se non nella 
funzione data, in infinite funzioni che si deducono da lei toglien- 
dovi alcune funzioni di primo grado. 



— 219 — 

169. Merita poi di essere notato come i risultati qui ottenuti 
pongono sempre più in evidenza quanto fosse incompleta la dimo- 
strazione di Ampère (§. 69) intomo alla esistenza delle derivate 
delle funzioni finite e continue f{x)^ e come altresì colle sole 
considerazioni di Ampère e colla sola limitazione intomo al 
numero delle oscillazioni di f{x) era impossibile giungere a con- 
clusione yemna; poiché, supponendo pure che la funzione f(x) 
neir intervallo dato non avesse infinite oscillazioni (*), non si 
veniva con ciò ad escludere (§§. 131 e seg.) che queste i&finite 
oscillazioni si presentassero nelle funzioni che risultano da f{x) 
aggiungendovi o togliendovi le funzioni di primo grado (i^+v; e 
oltre a ciò poi, onde poter giungere a qualche conclusione giusta, 
sarebbe stato sempre necessario tener distinte le derivate a destra 
da quelle a sinistra per considerarle separatamente, come noi 
abbiamo fatto nel teorema del §. 162 e negli altri, e come conviene 
fare in studii così generali. 

Lo stesso può dirsi delle dimostrazioni che ordinariamente 
si sono date fino a questi ultimi anni intorno alla esistenza delle 
derivate, o intomo alP ordine dMnfinitesimo delle quantità 
f{X-{'h) — f{jc) per h tendente a zero. 

170. Il teorema del §. 162 adunque può considerarsi come 
rettificazione e complemento di quello di Ampère; e io credo anche 
che sìa il primo teorema generale che dà una classe estesissima 
di funzioni per le quali, indipendentemente da ogni loro rappre- 
sentazione analitica, si può affermare subito resistenza di una 
derivata a destra o a sinistra sempre determinata (finita però o 
infinita). 

Pel caso poi che invece di considerare le derivate soltanto 
da una parte, si vogliano considerare le derivate ordinarie, osser- 
verò soltanto che, ripetendo quei ragionamenti stessi che si 
fecero per dimostrare il teorema del §. 155, si trova subito che 
affinchè la solita funzione finita e continua f(x) in un punto x^ 

(*) Ampère propriamente Doa fa in modo etplùnio neppure questa limitazione, 
ma essa risalta chiaramente da tutto 1* insieme della sua dimostrazione; e d'altra 
parte, fin allora non si erano mai considerate funzioni che in un interrano finito 
avessero un numero infinito di oscillazioni. 
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hUemo (dV intendilo ehe si considera abbia la derivata (ordinaria) 
determinata (finita cioè o infinita e determinata di segno\ è neces- 
sario e sufficiente che fra le infinite funzioni (p(x) che si ottengono 
da lei togliendovi o aggiungendovi le funzioni di primo grado 
|ta?+v (la funzione f{x) inclus.) ve ne sia tutPal piii una che 
considerata in un intomo (completo) (Xq — e, ^o^^^i) ^^ % ^^ 
questo punto Xq non è né crescente né decrescente. 

E aggiungerò anche che limitatamente aUe funzioni cui si 
riferisce il teorema dd §.162 si trova con tutta facilità che 
affinché esse abbiano la derivata (ordinaria) determinata in ogni 
punto Xq intemo alP intervallo nel quale si considerano^ è neces^ 
sario e suf fidente che fra le solite funzioni f(x) ve ne sia ttdt^al 
piò, una che in questo punto Xq è ^nassima o minima. 

171. Trovo ora opportuno di aggiungere anche le osservazioni 
seguenti • 

SMndichino con X e A i soliti limiti inferiori e superiori 
degli estremi oscillatorii per una funzione f(x) finita e continua 
in tutto un intervallo (a, b) (ft>a); e supponendo X e A difiFe- 
renti fra loro, si prenda a considerare la funzione 9(i2?)=/l[a7)-ju?-v 
ove [1. è un numero compreso fra X e A (X e A esci.), 

A causa delle particolarità dei numeri X e A (§§. 141 e 147) 
si potranno trovare fra a e & due punti x^ e x^ (differenti fra loro 
e da b) tali che per valori positivi e sufficientemente piccoli di A si 
abbia: 9(^1+*)— ipOr|)>0, ^{u:^+h)-^^{x^)<iO; quindi nell'in- 
tervallo (a?^, x^+h) se x^<jc^ì nell'altro (a?^, x^+h) se a^^^-aj, 
dovrà esistere almeno un punto intemo determinato x' nel quale 
la funzione ^{x) è massima o minima. 

Ciò equivale a dire che nell'intervallo (a, 6) esisterà almeno 
un punto intemo x' tale che, quando h è positivo e sufficiente- 
mente piccolo, si avrà sempre: 

9(a?'±A)— 9(.r')<0, o sempre: ?>(a?'±A)— y(a?') > 0, 

e perciò sarà o: 

^{x'-{-h)^ff{x') ^Q ^^^. ^(x-h)-^ {xf)^^^ 
h — ' ' — h 
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<f^±K^M^ con: y(^'--*)-?(^')<o. 

quindi sostituendo per (f{x) il suo valore, e osservando che ora 
non è più necessario supporre che X e A siano differenti fra loro, 
si potrà subito senz'altro afifermare che: • se X e A sono i soliti 

• limiti inferiore e superiore degli estremi oscUlatorii relativi a 

• una ftinzione f{x) finita e continua nell'intervallo (a, ft), e (i. è 

* un numero qualunque compreso fra i limiti X e A (questi limiti 

* al più esci.)) nell'intervallo (a, b) esisterà sempre almeno un 

* punto intemo determinato x pel quale quando h è positivo e 
^ sufficientemente piccolo uno dei due rapporti incrementali destro 

• e sinistro , non è mai superiore a jt, e l'altro non 

• è mai inferiore a jt, per modo cioè che si ha sempre : 

^^:±^-^><,, con: fc^=«>,, 

* sempre: 

r r^P''? con*. 7 <N. [i « 

172. Questo risultato conduce a due teoremi molto notevoli. 

l.*" Supponiamo in particolare che la nostra funzione f(x) sia di 
quelle che ammettono sempre una derivata ordinaria determinata 
(finita cioè, o infinita e determinata di segno) f{x\ e osserviamo 
che allora X e A non sono altro che i limiti inferiori e superiori 
dei valori di f{x) nell'intervallo (a, J); si vedrà subito che il 
valore f\x') di questa derivata nel punto x' determinato sopra 
sarà precisamente [t, e, completando così la terza parte del teo- 
rema del § 71. si concluderà che: se la funzione f{x\ oltre essere 
finita e eontintia ndVintervailo (a, 6), ammette sempre una deri* 
vota ordinaria determinata (finita cioè, o infinita e determinata di 
segno\ questa derivata, pur potendo avere fra a e b anche un 
numero infinito di diseontinuità (diseontinuiià di seconda spede 
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§. 78 §. 149), passerà per tutti i valori compresi fra il suo limite 
inferiore X e il suo limite superiore A {questi limiti ed più esd,). 
2.*" Se la funzione f(x) fosse tale che in un intomo sufficien- 
temente piccolo (x' — 6, ^'+s) del punto x' determinato soprala 
funzione corrispondente rp(x)^=f(x) — \lx — v non avesse un numero 
infinito di massimi e minimi, allora esisterebbe un intervallo di 
ampiezza finita {x\ x'-^S) a destra di x\ in ogni punto x del 
quale (gli estr. esci.), per h sufficientemente piccolo e al suo suc- 
cessivo impiccolirsi, si avrebbe sempre: 

^ ^[1, o sempre: -^ <,{t, 

mentre in ogni punto x di un certo intervallo (x'-S^ x') a sinistra 
di x' si avrebbero invece le diseguaglianze opposte. 

Ma d^altra parte, se si ammette che la funzione primitiva f(x) 
in qualunque porzione comunque piccola delP intervallo (a, b) 
abbia un numero infinito di massimi e di minimi o pi*esenti dei 
tratti d^nvariabilità, i suoi rapporti incrementali destro e sinistro 
in infiniti punti di ogni porzione delP intervallo dato al succes- 
sivo impiccolire di h dovranno prendere valori di segni differenti, 
almeno dovranno essere zero, e quindi per |i diverso da zero 
non potrà allora esistere nessun intorno a destra e a sinistra del 
punto X nel quale siano verificate sempre le diseguaglianze pre- 
cedenti sempre le diseguaglianze opposte; dunque, si potrà ora 
evidentemente affermare che: se f(x) è una funzimie finita e con- 
tìnua che in qualsiasi porisìone dell'intervallo (a, b) ha un numero 
infinito di massimi e minimi o presenta dei traiti d'invariabilità, 
tutte le f arnioni 9(ì/.0=/(xj-|jlx— v che si ottengono da f{:c) toglien- 
dovi le funzioni di primo grado |ij?-l-v nelle quali (i è compreso 
fra i limiti inferiore e superiore \ e A degli estremi oscillatorii 
corrispondenti a f{x) {questi limiti esci.) avranno infiniti fnassimi 
è minimi negli intorni di un numero finito o infinito di putiti dtU 
V intervallo dato. 

In particolare dunque, sempre nella ipotesi cìie f(x) in qucU- 
siasi poraioìie dell* intervallo dato abbia un numero infinito di 
massimi e minimi o presenti dei tratti d^ invariabilità, si potrà 
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anche asserire che gtumdo X e A sono finiti, col passare di (ff 
da a ab (a<J>) lefunsioni (f(x)=f{x)—^ — vjper (i.<[X saranno 
sempre crescenti; per {t>A saranno sempre decrescenti; e i)er (t 
compreso fra X e \ (\ e A esd.) avranno tutte fra a e b un 
numero infinito di massimi e minimi. 

Osservando poi che, se X è finito, per \i=\ la funzione corri- 
spondente f{x) in forza del teorema del §. 146 non potrà andar 
mai decrescendo col passare di ^ da a a 6, mentre, se A è finito 
quella corrispondente a |i=A non potrà andar mai crescendo, si 
potrà anche asserire che qualunque siano le particolarità che la 
funzione /(x) presenta rispetto ai massimi e minimi o rispetto 
ai tratti d'invariabilità, scX è finito la funzione f{x)=f(x)'-Xx—y 
che corrisponde a [i=X col passare di x da a a b non andrà inai 
decrescendo, e se A è finito la funzioìie f{x)=f{x) — Aa?— v che 
corrisponde a \i.=A non andrà mai crescendo, 

173. La considerazione delle funzioni f(x) che si ottengono 
da f{x) togliendovi le funzioni di primo grado |ia7+y, è quella che 
ci ha condotti alla dimostrazione della maggior parte dei teoremi 
che qui abbiamo dati; e anzi possiamo asserire che queste fun- 
zioni (p{x) costituiscono un elemento importante per studi del 
genere di quelli che qui abbiamo fatti, e devono essere considerate 
insieme alla primitiva f{x)^ poiché i risultati precedenti ci mo- 
strano che quelle singolarità che talvolta si incontrano cercando 
le derivate di una funzione, anziché attribuirsi a singolarità che 
compariscono in questa funzione devono invece attribuirsi a sin- 
golarità che si presentano soltanto in alcune delle funzioni corri- 
spondenti ^(i^). In modo simile la considerazione delle funzioni 
^{x) che si ottengono da f{x) aggiungendovi o togliendovi fun- 
zioni di secondo grado aa^-\-bx-\'C o dei gradi superiori condur- 
rebbe a altre proprietà delle funzioni, e specialmente a quelle che 
si connettono colle questioni relative alle derivate seconde, e a 
quelle degli ordini superiori ; però noi non entreremo ora in que- 
sto studio, e soltanto per accennare come la considerazione di 
queste nuove funzioni (|>(a?) possa tornare utile, ce ne varremo per 
dimostrare due proprietà delle funzioni, la prima delle quali è la 
seguente: se per una funzione finita e continua f{x) le derivate d^ 
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a destra e qudle d'x a sinistra dei punti x di un dato intervallo 
sono sempre determinate e finite, esse non possono differire Vuna 
dall'altra in ogni punto di una porzione comunque piccola delVin" 
tervaUo stesso senza che avvenga che in infiniti punti della porzione 
medesima la loro differenza dx — d'x sia positiva e in infiniti àUri 
sia negativa. 

Si consideri infatti nella porzione (a, ^) la funzione: 

i.(a;)=/(a;)-««)-^|/(p)-/(«)|+6(a;-«) (^x), 

essendo un numero fisso positivo o negativo. 

Questa funzione si annullerà per x=cil e 00=^; e se è ab- 
bastanza grande in valore assoluto e a^^, almeno per alcuni 
valori di 07 fra a e ^ essa avrà il segno di 0; quindi per abba- 
stanza grande e positiva essa avrà un massimo positivo in un 
punto 0?' interno all' intervallo (a, p), mentre per negativo e 
abbastanza grande in valore assoluto essa avrà un minimo nega- 
tivo in un punto x" interno allo stesso intervallo. 

In questi casi dunque, per A positivo e sufficientemente pic- 
colo, avremo respettivamente : 

^{w'+h)-^{x)<0 , ^{x—h)—^{x')<0 , 

e perciò sarà : 

^{a;'+h)-^^ x') ^(x'^h)- f^{x') . 

h -h -"' 

^{x'''^h)^{x) ^(x''-^h)^^{a,'^ ^^ 
h —A ■ — ' 

quindi, poiché si ha in generale: 

^{x+hy^(x) ^x -h) -^{x) _ f(.v+h)--f(x) n^'hyfjx) 

h —h~h —h ^^ ' 

e h può prendersi arbitrariamente piccolo, si vede subito di qui 

che, comunque sia stato preso il 0, la difiFerenza 

f^x+h)—f(x) f{x—h)—f(x) , . . _ 

'_i — !— ( — ^-^-^ — '-^ \ '^ ' nel punto x non potrà avere un 

n — h 
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limite positivo, mentre nel punto x** non potrà avere nn limite 
negativo ; e si conclude perciò che nelP intervallo (a, p) dovranno 
esistere dei punti x' pei quali si ha: dx* — d »'^0, e dei punii x" 
pei quali si ha invece: d^" — ^V^O; e questo dimostra evidente- 
mente il teorema. 

174. Oltre a ciò aggiungiamo che, colla considerazione delle 
funzioni ^{x) che si deducono da f{x) togliendovi delle funzioni 
di secondo grado, si può estendere il teorema del §.'82 dimo- 
strando che qwinào una funzione f{x) è finita e contìnf4a in un 
dato intervallo, e in un punto x' interno a questo intervallo oltre 
ad avere la derivata prima determinala e finita, ha anche la 
derivata seconda fipo) determinata {finita cioè o infinita e deter- 
minata di segno\ questa derivata seconda sarà sempre U limite 
per A=0 del riporto Aa''+h)-2m+fi.'-k) 

Consideriamo infatti la funzione <K^)=/1[^) — o^'y ove à 

una costante qualunque, e osserviamo che (per quanto lo abbiamo 
taciuto nelP enunciato) resistenza della derivata seconda ài f^x) 
nel punto x' suppone anche quella della derivata prima in ogni 
punto di un intorno sufficientemente piccolo {x' — e^, oj'+Sj) di x'; 
e lo stesso accadrà in conseguenza per la funzione ^(^), per 
modo che se A è un numero positivo sufficientemente piccolo, 
si avrà (§. 72, 6.^ 

^ ^ f ^(x'-h)—^{x')=-h^Xx'—Q^h) , 

con Of e Oj compresi fra e 1 (0 e 1 esci.); e perciò sarà: 

^{x'+h)—2^{x')+^(x'—h) _ ^Xx'+Qjh) f (g? — Qaft) 
A« ~ h h ' 

e siccome ^Xx) è determinato e finito, e 0| e O^ sono differenti 
da zero, si potrà anche scrivere: 

(2) j^^ 8, p +8, -j^ . 

Ora, nel caso che f{x') sia una quantità finita A;, prendendo 
nella espressione di t^a;), 9=A:, si ha Y{x')=0; quindi coll'im- 

15 
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piccolire indefinito di A, siccome O^ e O^ sono sempre compresi 
fra e 1 (0 e 1 esci.) e i termini che essi moltiplicano nel secondo 
membro della formola precedente sono valori dei rapporti incre- 
mentali destri e sinistri di (p\x) relativi al punto x\ è certo che 
questi termini avranno per limite zero, e perciò si avrà, come al 

Se poi si ha p.es. f^(a?')=-|-oo , allora sarà anche tp''(.r')=+oo 
per qualunque valore finito di 0; e quindi, siccome 0^ e O^ sono 
positivi, i due termini del secondo membro della formola (2) col 
tendere di A a zero dovranno avere per limite zero, o una quantità 
positiva finita o infinita, o dovranno oscillare senza essere mai 
negativi. 

Ma se il secondo membro della formola (2) non avesse per 
limite -{-co per qualunque valore di 0, o in altri termini, se per 
un valore % di avvenisse che il secondo membro della formola 
(2), per quanto si facesse impiccolire A, non finisse per restare 
sempre maggiore di qualunque numero dato p. es. (o, allora, indi- 
cando con ^o(^) ^^ funzione ^x) corrispondente al valore 0^ di 0, 
e con »f |(a?) quella corrispondente a 9=0q-|-<i), si avrebbe eviden- 
temente: 

W'+h)-^t{a:')+W''-h) _ W'+h)- 2 Ua:')+U^'-h) „ 

e quindi, per quanto si impiccolisse A, il rapporto 
V| -^ non nmrebbe mai per essere sempre 

* positivo e differente da zero, e questo è in contradizione con 
quanto abbiamo detto sopra; dunque conviene ammettere che 
qualunque sia il secondo membro della formola (2) per h=0 
abbia per limite -f-oo , e questo porta evidentemente a conclu- 
dere che anche in questo caso si ha: 

lim-!-^^ — ^—^ '>^ ' ' ^^ i=4- 00 =f{x'\ talché il teorema 

enunciato sopra è ora completamente dimostrato. 
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È da notare che rispetto alla derivata seconda di f{x) la 
dimostrazione precedente suppone soltanto che essa abbia un 
valore determinato nel punto x\ e non suppone nulla rispetto 
agli altri punti, nei quali in conseguenza questa derivata può 
anche non esistere affatto, senza che il teorema cessi per questo 
di esser vero. 

175. Notiamo inoltre che, considerando sempre la funzione 

<Ka7)=/l[a:)— |a?*, se invece delle formole (1) si fa uso delle altre: 

^x'+2A)=(Ka?')+2Af(a?'+29'A) 
^(ic'+A)=4<a:')+Af (aj'+G^A) , 

ove 0' e O*" sono compresi fra e 1 (0 e 1 esci.), si giunge alla 
seguente : 

■Ka?'+2*)-3^>(x'+*)+'Ka;') _.ft. 'l>'(»'+29'A)H''(^') _ 

*« ~ 28'A 

~^ ¥h ' 

dalla quale si deduce subito, come nel caso precedente, che se in 
un punto x' (che ora può essere anche un estremo delP intervallo 
che si considera) una funzione f{x) ha la derivata' seconda presa 
da una parte di x' determinata e finita, questa derivata seconda 

sarà sempre il limite del rapporto ■ ji — ^ ^ , 

preso questo limite per h=-\-'0 o per h= — secondochà la detta 
derivata deve essere presa a destra respettivamente o a sinistra 
del punto x\ — E naturalmente se questa derivata seconda sarà 
la stessa sì a destra che a sinistra, cioè se esisterà la ordinaria 
derivata seconda, il limite della espressione scritta sopra verrà ad 
essere uguale a questa derivata tanto per A=-{-0, quanto per 
A=— 0. 

Questi resultati, oltre al rigore portano anche una maggiore 
generalità nei teoremi che ordinariamente si danno nei trattati di 
calcolo differenziale sulle differenze e sui differenziali secondi, e 
potrebbero estendersi alle differenze e differenziali degli ordini 
superiori. 
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176. Gli studii che qaì abbiamo fatto intorno alle deri?ate 
delle funzioni finite e continue non possono dirsi completi; e forse 
anche avrebbero potuto essere esposti con un ordine migliore, ove 
non me lo ayessero impedito varie circostanze, non ultima delle 
quali quella che essi sono stati fatti in epoche differenti e in parte 
anche quando la loro stampa era già incominciata. 

Ciò non ostante io annetto una certa importanza a questi 
studii, e credo che attenendosi alla via in essi seguita si potrà 
giungere a trovare anche qualche cosa di più completo e di più 
semplice intomo alle derivate delle funzioni finite e continue. 

Del resto poi, riassumendo, si trova che gli studii che noi 
abbiamo fatti, per quanto incompleti essi siano, mettono già in 
chiara luce alcune particolarità assai notevoli. 

Risulta infatti da ciò che precede, che per le funzioni che, seb- 
bene finite e continue in un dato intervallo, in qualsiasi porzione 
dell'intervallo stesso hanno un numero infinito di massimi e 
minimi, le derivate, quand'anche siano prese soltanto da una 
parte dei punti dello stesso intervallo possono non essere mai 
determinate e finite ; e quando esistono, esse hanno una disconti- 
nuità dalle due parti in punti di qualunque porzione delP intervallo 
primitivo (§. 161); talché queste funzioni devono essere assolu- 
tamente escluse dalla classe di quelle alle quali si applica il 
calcolo differenziale, almeno quando oltre alla prima si vogliono 
considerare anche alcune delle derivate degli ordini superiori. 

Quando poi (come il più spesso avviene) è necessario che le 
funzioni che si considerano in un dato intervallo siano finite e 
continue insieme a alcune delle loro derivate in tutti i punti di 
questo intervallo, ad eccezione tutt'al più di un numero finito di 
punti delP intervallo medesimo, allora non si potranno considerare 
che alcune fra quelle funzioni cui si riferisce il teorema del §. 162, 
per le quali in ogni porzione dell' intervallo dato esistono sempre 
altre porzioni ove la funzione è sempre crescente o sempre decre- 
scente, ec, per modo che gli infiniti massimi e minimi, se pure 
esistono, non si trovino che in intorni di un numero finito o infi- 
nito di punti discreti dell'intervallo dato. 

E quando, particolarizzando ancor più In. natura della fan- 
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zione f{x) che si considera in un dato intervallo (a, h\ si richieda 
che ad essa sia applicabile lo sviluppo di Taylor attorno a ogni 
punto Xq di questo intervallo, allora le considerazioni precedenti 
portano facilmente anche a concludere che gli infiniti massimi e 
minimi devono essere esclusi assolutamente in tutto l'intervallo 
sì nella funzione f{x) che in una qualunque delle sue derivate, per 
quanto il numero di questi massimi e minimi, pur restando sempre 
finito, possa anche andare crescendo oltre ogni limite al crescere 
sempre più dell'ordine di derivazione; o anche, il che tornerà lo 
stesso, gli infiniti massimi e minimi devono essere esclusi assolu- 
tamente da una qualunque delle infinite funzioni f{x) — P (la f(x) 
inclus.) che si ottengono da f{x) togliendovi qualsiasi polinomio 
razionale e intero P. 

Si osservi infatti che se una funzione f{x)^ come p. es. la 

X 

1 

funzione e ^^ sen , in ogni intomo p. es. a destra di 

un punto ^0 ^^^ ^^ sempre uno stesso valore ma ha un numero 
infinito di massimi e minimi, e nei punti di questo intorbo am- 
mette sempre una derivata ordinaria determinata f{x) che nel 
punto Xq è anche continua a destra, questa derivata nel punto x^ 
dovrà essere zero (§. 159), e tale dovrà essere pure in infiniti 
punti di ogni intomo a destra di ^-q, senza però essere sempre 
uguale allo zero^ per modo che questa derivata dovrà avere an- 
ch' essa un numero infinito di massimi e minimi in ciascuno degli 
stessi intorni (§. 57), e essere, come abbiamo detto, uguale a zero 
nel punto x^. 

Similmente dunque se la stessa funzione f{x) ammette anche 
una derivata seconda ("{x) che nel punto x^ è continua a destra, 
questa derivata avrà anch'essa infiniti massimi e minimi in ogni 
intorno a destra di a?o, e sarà zero in o^q; e così in generale se 
una funzione f{x) ha un numero infinito di massimi e minimi 
negli intorni comunque piccoli di un punto ^q, altrettanto accadrà 
per le derivate dei varii ordini che essa ammette; e, almeno finché 
in Xq queste derivate sono continue, esse in questo punto Xq 
saranno uguali a zero; talché in particolare si vede ora chiara- 
mente che se una funzione f{x) nei punti di un dato intervallo 
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arra le sue derivate dei vani ordini sempre finite e continue, (come 
appunto si richiede per la syiluppabilità della stessa funzione in 
serie di Taylor), né la funzione f{x) né alcuna delle sue derivate 
potrà avere infiniti massimi e minimi nelle vicinanze di alcun 
punto dello stesso intervallo, senza che lo stesso accada per le 
derivate degli ordini seguenti, e senza che in quel punto queste 
ultime derivate siano tutte uguali a zero. 

Osservando dunque che, per una funzione non razionale, 

Tessere zero in un punto Xq tutte le derivate al di là di un certo 

t — -1 \ 

ordine (come accade p. es. per la funzione a^+ e ^'^'^ sen ) 

esclude assolutamente la possibilità del suo sviluppo in serie di 
Taylor ordinata per le potenze di x-Xq (cioè attorno al punto x^)^ 
è forza evidentemente concludere come dicevamo sopra, che la 
sviluppabilità di una funzione f{x) in serie dì Taylor attorno ai 
singoli punti di un certo intervallo (a, b) esclude assolutamente 
la presenza in questo intervallo di un numero infinito di massimi 
e minimi sì nella funzione che nelle sue derivate dei varii ordini ; 
e la stessa esclusione viene ad aversi necessariamente anche per 
le funzioni f{x) — P, ove P è un polinomio razionale e intero qua- 
lunque, poiché ove una di queste funzioni negli intorni di un punto 
O/Q avesse un numero infinito di massimi e minimi, siccome le sue 
derivate a partire da quelle di un certo ordine coincidono colle 
derivate di /(a;), a partire almeno dallo stesso ordine quest^ultime 
derivate sarebbero tutte zero nel punto Xq. 

In particolare poi, dietro quanto abbiamo detto, si può anche 
asserire che, se a è una quantità fissa qualsiasi, la rappresentabilità 
di una funzione f(x) in serie ordinata per le potenze di a) — a per 
tutti i valori di a; fra a e 6 (a e 6 inclusi o no) esclude assoluta- 
mente la presenza di un numero infinito di massimi e minimi 
tanto per la funzione che per le varie sue derivate in qualunque 
porzione {a\ b') dell* intervallo (a, b) che non termini ai punti a 
e 6, giacché, come é noto, una tal funzione f{x) é sempre svilup- 
pabile in serie di Taylor attorno a ogni punto oOq deir intervallo 
(a' , 6'), ec. . . . 

Vedremo poi, nel capitolo seguente, che le restrizioni che 
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qui si hanno rispetto alla applicabilità del calcolo difiFerenziale 
alle funzioni che hanno un numero infinito di massimi e minimi, 
e rispetto alle loro derivate, si riducono di gran lunga minori 
quando si tratta invece di applicare loro il calcolo integrale; per 
modo che, non ostante ciò che sopra abbiamo detto, la conside- 
razione di queste funzioni non è da escludersi del tutto dagli studi 
analitici. 

177. Poiché le considerazioni del paragrafo precedente ci 

avvertono delVesistenza di funzioni, come la e ^*""**»^* sen , 

X — Xq 

che in tutto un intervallo hanno le loro derivate finite e continue, 
mentre in un punto Xq dello stesso intervallo queste derivate sono 
sempre uguali allo zero; e tanto più poi inquantochè si riscontra 

che di tali funzioni se ne hanno anche alcune, come p. es. la fun- 

1 



zione e ('-^o)«, che in vicinanza di Xq non hanno neppure un 

numero infinito di massimi e minimi, non troviamo fuor di luogo, 
di presentare anche la osservazione seguente. 

Osserviamo cioè che data una funzione rp(x) le cui derivate 
dei varii ordini sono finite e continue nei punti di un dato inter- 
vallo (a, b) al quale appartiene il punto Xq^ la serie di Taylor 

9(^o)+ ^V(^o)+ ^-^f^' T>«) + . . . . 

bene spesso sarà convergente in tutto un intervallo (^o~"P» ^4"?)» 
e rappresenterà una funzione finita e continua insieme alle sue 
derivate in tutti i punti di questo intervallo (gli estremi al più 
esci.); ma questa funzione ^(x), sebbene nel punto x^^ abbia lo 
stesso valore e le stesse derivate della funzione data (p{x)^ potrà 
dìfierire da f(x) in tubti gli altri punti delle porzioni comuni dei 
due intervalli (a, b) e {xq — p, XQ-{-p); la differenza essendo una 
funzione che nel punto Xq sia zero insieme alle sue derivate dei 
varii ordini. 

Ciò equivale a dire che quando una funzione di una variabile 
reale è finita e continua in tutti i punti di un dato intervallo 
insieme alle sue derivate dei vani ordini, non sempre può dirsi 
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(oome pure bene spesso si è affermato fin qui) che ì valori di 
essa e delle sue derivate in un punto caratterizzino completamente 
la funzione in tutto P intervallo dato; e neppure questa funzione 
può dirsi caratterizzata dai valori che essa prende in una porzione 
determinata e comunque piccola (df, b^) dello stesso intervallo, 
poiché questi valori, sebbene servano al calcolo delle derivate 
nei punti estremi a^ o ò^ , non possono determinare la funzione 
neppure in intorni comunque piccoli di questi punti a^e b^ presi 
esternamente alP intervallo (a^, &|); e ciò a meno, sMnteiide, che 
non sia posta come condizione anche la sviluppabilità di f[x) in 
serie di Taylor attorno a ogni punto Xq dì (a, &), o a meno che non 
siano date altre proprietà speciali di fioo); talché evidentemente, 
finché si resta nel caso di funzioni di variabili reali, la classazione 
proposta da Hankel ('*') di queste funzioni in funzioni legìttime e 
funzioni illegittime non può essere pienamente accettata. 

Integrali definiti. 

178. Nei trattati di calcolo differenziale e integrale P integrale 
definito / f(x)dx fra due limiti reali a e p per le funzioni reali e 



finite f(x) si definisce ordinariamente dicendo che esso non è altro 
che la quantità fi(p)-'fi{oL)j ove /'^(p) e ^(a) sono i valori per a?=p 
e x=a di una funzione finita e continua f^(x) legata a f(x) dalla 

relazione-^^ — -==f[x). Con questa definizione però la dimostrazione 

che si dà ordinariamente della esistenza delP integrale di una 
funzione /(a?), anche limitata alle sole funzioni continue, non può 
dirsi rigorosa perché fondata sulla esistenza di una curva rappre- 
sentativa della funzione stessa f(x); e d^altro lato poi, lasciando 
anche da parte le questioni sulP esistenza o nò delP integrale, la 
stessa definizione non somministra un mezzo generale per trovarlo 
effettivamente, poiché ne fa dipendere la ricerca da operazioni da 

(*) Hankel. Untersachungen Qber die unendlich oft osciilirenden und uostetigen 
FimctioiitE pag. 42. 
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farsi su una funzione del tatto ignota; quindi conyiene andare in 
traccia di una definizione meglio appropriata per uno studio 
generale delle funzioni. 

La nuova definizione, di cui la esplicita introduzione nella 
scimza devesi propriamente a Cauchy, a DiriMet, e a Siemann si 
ha in una delle antiche proprietà degli integrali definiti; e men- 
tre, in casi anche ben più generali di quelli che ordinariamente si 
considerano nei trattati, essa ci riporta poi all'antica definizione, 
dandocela come proprietà degli integrali stessi, ha su questa 
ultima il vantaggio di mostrare sotto quali condizioni generali 
r integrale ha un significato preciso e determinato, e di fiume 
dipendere la ricerca da operazioni su quella funzione stessa alla 
quale T integrazione deve applicarsi. 

'Noi daremo qui la nuova definizione; ma prima, ritenendo 
per un momento l'antica, ricorderemo la proprietà e le osserva- 
zioni che alla definizione stessa danno luogo. 

179. Sia perciò f{x) una funzione che nelFintervallo finito da 
a a p è finita e continua, ed è derivata di una funzione F(x) che 
nello stesso intervallo è dotata delle medesime proprietà. 

Supponendo p. es. a<:3, e indicando con ^i « ^) i ^3 y • • • , ^.-i 
^ — 1 valori di 0/ in ordine di grandezza crescente fra a e p, e con 
8|, 8j , . . , Sn le differenze x^—a^ ^j— ^ji a?3— a?j, . . , P— a?,-i, 
si avrà (§• 72, 6.^). 

F(^3)=F(^«)+ 8/(^8+8383) » 



F(P)=F(irH-*)+8nA^,^i+«n8H) , 
e quindi sarà: 

F(P)-F(a)=28,A^,^.+eH8.) , 

ove e^ , Sj, . . . , Sw sono numeri positivi compresi fra e 1, il cui 
valore dipende dalla natura della funzione F{x) o /(a?) e dai valori 
presi per x^^ o^,..., Xn^i* 
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n 

La BommayS,/(a7«.«-|-<,d«), oro le t^, e^, . . . , e» sono prese 

nel modo che abbiamo detfco, dipendentemente cioè dalla natura 
della funzione f(x) e dai valori presi per le x^^ x^^ . . • , Xn-\ , ba 
dunque un valore determinato e finito F(P) — F(a), qualunque 
siano le quantità x^^x^^. . . Xn^K e qualunque sia il loro numero ; 
quindi poiché, secondo Pantica definizione, F(p)— F(a) è V integrale 

definito / f(x)dx , si conclude che esso è anche il limite della 



dto 1 f{x)dxj si 



J a. 



sommai Sf/t^c^i-F^A)» quando le 8, diventano minori di qua- 
lunque quantità data, le 6« restando sempre numeri determinati 
compresi fra e 1, dipendenti dalla natura della funzione /(^), 
e dagli estremi a7,_i, Xg degli intervalli 8,. 

Valendosi dunque di questa proprietà, V integrale definito 

f{x)dx , per una funzione finita e continua f{x) che fra a e ^ 
a 

è la derivata di un^altra pur finita e continua F(a7), potrebbe anche 
definirsi col dire che esso è il limite della somma dei prodotti 
degli intervalli 8| , 8j , . . . , 8» in cui si divide V intervallo (a, p) 
moltiplicati respettivamente pel valore della funzione f{x) corri- 
spondente a un valore determinato di x nel medesimo intervallo. 
Ma per le funzioni generali di Dirichlet, come anche per le fun- 
zioni più comuni, non si vede come possano aversi questi valori 
intermedii determinati; quindi, anche questa definizione presente- 
rebbe inconvenienti gravissimi, e per avere una definizione più 
adattata converrà trasformare la proprietà precedente degli iute- 



[i / f(x)dx intesi 



grali / f(x)dx intesi nel senso primitivo, o valersi di altre loro 
•^ a 

proprietà. 

180. Per questo osserveremo che per una funzione finita e 

continua f{x) quale è quella che qui consideriamo, le quantità s, 

possono anche supporsi numeri qtudunque fra e. 1, e quindi 



l'integrale / f{ 



r integrale / f{x)dx può anche essere considerato come il limite 
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della somma dei prodotti degli intervalli 3^ , 8^ , . . . , 8» nei quali 
si divide r intervallo totale (a, p) moltiplicati respettivamente per 
un valore della funzione f{x) corrispondente a un valore qucdun- 
que di X nel medesimo intervallo. 

Continuiamo infatti a indicare con e^ , e^, . . . , Sn i numeri de- 
terminati che colla divisione dell* intervallo (a, P) in intervalli 
parziali 8^, 8^, . . , 8n conducono al valore F(P)-F(a) delP integrale 

[^ : 

I A^)^ì ^ indichiamo con Cìy C^i • • • « C» dei valori qualunque 
•/a 

di CD negli intervalli 8^, 8^, . . . , Sn respettivamente. 
Si avrà: 

^8»/(W~|8/(a;,_,+eA)=;|8,WcO^^^ 

e quindi, osservando che, a causa della continuità di f(x) in tutto 
l'intervallo (a, p), per ogni numero positivo e arbitrariamente 
piccolo o si può trovare (§. 42) un numero d tale che in ogni 
intervallo inferiore a (2 le oscillazioni della funzione siano inferiori 
a a, si concluderà subito che quando le 8« saranno già ridotte 
tutte inferiori a dj si avrà sempre in valore assoluto: 

ovvero : 

e quindi sarà: 

TP 
lim|8.Ag=lim|8,/(a:..,+6.8.)= / f(x)dx, 

come appunto avevamo enunciato. 

181. Questo risultato è quello di cui ci si vale ora per la 
definizione degli integrali definiti per tutte le funzioni f(x); poi- 
ché, qualunque sia la funzione f{x) fira a e p, purché sempre 
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ito I f{x)dx sì 



finita, Pintegrale definito / f{a))dx sì considera ora come il limite 

della sommay 8/, dei prodotti 8/, degli intervalli 8,(5=1, 2, . . , n), 

in cui si suppone diviso F intervallo totale (a, p), moltiplicati 
respettivamente per un valore qualunque f, della funzione negli 
intervalli stessi 8,, o più generalmente per uno qualunque dei 
numeri /V compresi fra il limite superiore e il limite inferiore di 
f{x) negli stessi intervalli 8, (questi limiti inclusi). 

TP " 

Però onde T integrale / /ì(ar)(2(a;) così definito abbia un signi- 

ficato, e quindi la funzione f(x) possa dirsi effettivamente cUta aUa 
integrazione definita fra a e p, bisognerà che la funzione stessa 

f{x) sia tale cbe il limite della ^omm&SSsfg^ che evidentemente 

T 

non può essere infinito, abbia un valore determinato indipendente 
dai valori fg che si prendono nei diff'erenti intervalli, e indipen- 
dente dalla legge secondo la quale sono presi questi intervalli ; 
quindi noi dobbiamo prima di tutto cercare le condizioni neces- 
sarie e sufficienti perchè questo accada. 

182. Sia perciò f{x) una funzione di x sempre finita fra a e p, 
e supponiamo dapprima che si sappia che essa è atta alla iute-, 
grazione definita fra a e p. 

Allora, se si fa una divisione deirintervallo (a, P) negli inter- 
valli parziali 8^ , 82 , . . . ,8» , indicando in generale con /, un valore 
qualunque di f{x) nell'intervallo 8,, o un numero compreso fra 
il limite superiore e il limite inferiore di f{x) nello stesso inter- 
vallo (questi limiti superiori e inferiori inclusi), e considerando 

n 

la somma y8f/',, si può dire che questa somma ha un limite 

1 

determinato e finito indipendente dalla legge secondo la quale è 
stata fatta la divisione deirintervallo dato negli intervalli parziali 
8^, 8j , . . . 8n, e indipendente dal valore fs scelto in questi inter- 
valli ; per modo che se L, e I9 sono i limiti superiori e inferiori 
iìf{x) nell'intervallo ^^^ sarà; 
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tt n n 

limy8|f/*,=limy8Ji,=lim28,Z,=quant. det. e fin., 

e quindi, qaalunque sia il sistema di divisione adottato per gli 
intervalli 8«, sì avrà: 

limy8.D.=0, 

essendo D, la oscillazione di f{x) nelP intervallo 8^ ; e questo mo- 
stra intanto che onde la funzione fix) sia atta alla integrazione 

definita fra a e p, è necessario che la somma ]^8fD« dei prodotti 

SJ), degli intervalli 8, nei quali si divide V intervallo totale (a, p) 
moltiplicati ciascuno per le respettive oscillazioni della funzione 
negli stessi intervalli tenda a zero coir impiccolire di questi 
intervalli, qualunque sia la legge secondo la quale la divisione 
deir intervallo totale è stata fatta. 

183. Supponiamo ora reciprocamente che per una data fun- 
zione f{x) questa condizione sia soddisfatta per ogni divisione 
delP intervallo, e cerchiamo se allora la funzione stessa f(x) sia 
sempre atta o nò alla integrazione. 

Immaginiamo perciò al solito eseguita una divisione delP in- 
tervallo totale (a, P) in intervalli parziali 8^, 8^ 9 • • i ^nt e consi- 

« n 

deriamo dapprima le due 8omme28irA , 2 V • corrispondenti a 

due sistemi qualunque di valori /,, f, compresi fra i limiti infe- 
riori e superiori dei valori di f{x) negli stessi intervalli 8,. Si 
avrà evidentemente in valore assoluto: 

|8,/'.-|8,r .< ^8.D, ; 

N 

e perciò se la somma ^8,/*, per la divisione che è stata fatta del- 

r intervallo totale (a, p) in intervalli parziali 8^, ^^^..^in avrà 
un limite determinato, questo limite sarà indipendente dai valori 
fi che si sceglieranno negli intervalli 8». 
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Immaginiamo ora eseguita nn altra divisione àeW intervallo 
totale (a, p) in intervalli parziali 8'| , 8'j , . . . , 8'»'; e, oltre alla 

n 

somma 2^»/» corrispondente alla divisione (8^, 82^.., 8„), con- 

• »' 
sideriamo anche l'altra yj^'ef» corrispondente alla nuova divisio- 

T 

ne (8*1, S'j^;.^ 8V). 

Indichiamo perciò con 074, a?2 , . • , oon^ i valori di a; in ordine 
di grandezza crescente corrispondenti ai punti di divisione dell'in- 
térvallo (a, p) negli intervalli 8^, 82,.., 8», e con x\^ x\^..x'n'-ì 
i valori analoghi di x per la divisione (8'^, S'^^m ^V); ^ coi^ 
questi due sistemi di valori di x formiamo un terzo sistema 
^ii ^af*) ^p-< che risulti dall'insieme dei due primi, in modo 
cioè che una qualunque delle r^, r^, . . • f Tp^i sia una delle a;^ , 
^91 « • • f ^M-i delle x\^ a;') , . . , a?V-i; ® supponiamo che que- 
ste quantità r^ , r^ , . . , rp.| siano esse pure in ordine di gran- 
dezza crescente, e siano p| , p^ , . • . , pp i nuovi intervalli r^ — a, 

Evidentemente nell' intervallo &a due Xg consecutive Xs^i e 
x^ potranno cadere alcune delle r o anche nessuna; e in generale 
possiamo dire che se a7«.i=rA sarà x^^^Vk^i essendo ^^1, e rA+i, 
^A^i*-*i ^A-i>/-.i saranno le r che cadono fra ar^^i e x,; talché 
evidentemente sarà: 8»=Pa+i-|-Pa+«+ • • +P*+/i ® potremo porre: 

8»/Ì=Pa+|/^V| +PA4t /*"*«+ • • +pA+/r'A+«+ 

+PA+.(^,-n*i)+PAH^(/'.-/^\«)-h . • +PUA-A+0 , 

ove /^A+, , /^*A+f 1 . • » fk^t sono valori scelti a piacere fra i limiti 
superiori e inferiori dei valori di f{x) negli intervalli p^^.! , p^^^ , . . , 
Pk^t respéttivamente. 

Ora di qui si avrà: 



p,f,'=^'^hf\+^, 



essendo P la sonmia delle somme: 

Pa+i(/Ì— A+*)+PA+«(A"~A-rt) + • • • +pA+r {ft—fk^i) 1 
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corrispondenti ai yarii intervalli S«; quindi, poiché in ciascuna 
di queste somme la massima delle differenze ft-fk^i , fs—fh^^'^'^ 
non può superare in valore assoluto la oscillazione D, nelP inter- 
vallo corrispondente 8,=Pa+i+Pa+j+ . . -|-Pa+/i si avrà intanto 
in valore assoluto: 

(1) P<|8.D,. 

Similmente si trova che : 



|«'»r.=|p*r 



+p', 



ove per fk si possono intendere presi gli stessi valori che prece- 
dentemente, e P' è la somma analoga alla P per gli intervalli S',, 
per modo che in valore assoluto si ha: 



n 



(2) P'^28'.D'.; 

quindi sarà: 

(3) |a./".-|8'.A=P-P', 

ove P e P' soddisfano alle condizioni (1) e (2), e si conclude 

n 

perciò intanto che se la condizione limyS«D«=0 ò soddisfatta 

per tutti i sistemi di divisione (S| , Sj, . . . , S»), e se per una data 

divisione la somma T 8^/» ha un limite determinato, le somme 

analoghe per tutte le altre divisioni avranno ancora lo stesso 
limite. 

Oltre a ciò poi, di qui si vede pure facilmente che se la 

condizione limYStD«=:0 è soddisfatta quando la divisione degli 

intervalli si & seguendo una certa legge, esiste effettivamente per 

la stessa divisione un limite determinato per la somma ^ St/V* 



— 240 — 

Quando inflsitti le S^ saranno ridotte sufficientemente piccole 
(come p. es. quando saranno tutte divenute inferiori a una gran- 



ii 



dezza sufficientemente piccola S) le somme corrispondenti ]^S«D 

saranno sempre inferiori a un numero dato positivo e arbitra- 
riamente piccolo o; quindi, se si suppone che con un ulteriore 
impiccolimento, seguendo sempre la stessa legge per la divisione 
deir intervallo totale in intervalli parziali, le 8|, S^, . . . , 8^ di- 
vengano le 5'|, 8'j,. . . , 8V si vede subito per le (1), (2) e (3) 

n 

che le differenze fra i valori successivi delle somme ]^8«/*« dopo 
che le 8« saranno divenute abbastanza piccole si manterranno tutte 

n 

inferiori a 2o, e perciò le somme y.8$fg avranno un limite de- 

T 

terminato (§. 22); talché si può ora evidentemente affermare che 

la condizione lim]^SJDf=0 di cui abbiamo parlato sopra è anche 

sufficiente perchè f(x) sia atta alla integrazione fra a e p, quando 
sia soddisfatta per tutti i sistemi di divisione delPintervallo totale 
in intervalli parziali 8|, S^,..., S^. 

184. Ora è facile di vedere che se questa condizione 

n 

lim]^8«D«=0 è soddisfatta quando la divisione (8|, 8g , . . • , Sn) 

deir intervallo (a, p) viene fatta secondo una certa legge, essa lo 
è altresì per tutte le altre divisioni (S'i, d'^ » . . • , S'mO dello stesso 
intervallo. 

Supponiamo infatti che le 8| , S^ , . . • , 3h della prima divi- 

sione siano già tanto piccole che per esse si abbia ]^5«D«<^a, 

essendo o un numero dato positivo e arbitrariamente piccolo; e 
le S'i , S'f , • . . , S'n' della seconda divisione siano già tutte inferiori 

a - , essendo d un altro numero positivo piccolo anch' esso a 

piacere. 

Allora se colle due divisioni date si forma una sola divisione 
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(Pn p2 1 • • • f Pp) come nel paragrafo precedente, ritenendo le 
notazioni dello stesso paragrafo, e indicando con D"/, la oscilla- 
zione di f{x) neir intervallo Pa, si vede subito che si avrà: 

8ffDj>;pA+iDVi+PA+iDA+4+ . . +Pa+iDVm 

e perciò sarà intanto; 



25.d,>2p*d\ . 

1 T 



n 



Mai termini della somma VS'^D'^ che non compariscono 

T 
p 
nell^ altra yj^Ji^k iion saranno mai più di n, perchè essi potranno 

essere soltanto quelli corrispondenti agli intervalli 8\ nel? intemo 
dei quali cadono uno o più punti A7«; quindi indicando con d' il 
massimo degli intervalli 8'«, e con D la massima oscillazione di 
f{x) in questi intervalli o quella fra a e p, si avrà: 

e perciò sarà evidentemente: 



n 



(4) y,S;D\<2SsT),+nd'D, 

1 1 



ovvero: 



y8'J)'.<o+(iD; 



e ora siccome o e d sono arbitrariamente piccole, e questa formola 

sussiste sempre anche al successivo impiccolirsi delle £'«, si con- 
ti' 

elude subito di qui come volevamo che limy8'JD'i,=0; e questo 

permette ora di enunciare il teorema seguente: Affinchè una 
funzione reale f(x) di una variabile reale x sia atta alla integra^ 
ziane definita in un intervallo finito (a, ^) nel quale essa è sempre 
finita, è necessario e sufficiente che si possa fare una dimsione del" 
VintervaUo totale (a, [5) m intervalli parziali 8| , S© ? • • • ^n tali che 



OlO 

^"^ ^ ~t '«> ■ 

la somma S$,D, dei prodotti SgDg degli intervalli d, moltiplicati 
per le respettive oscillazioni della funzione negli intervalli stessi 
abbia per limite zero coli' impiccolire indefinitamente di questi 
intervalli. 

185. Siccome poi nella dimostrazione precedente per giungere 

alla conclusione che lim\S/D/=0, basta semplicemente sup- 
porre che le 3| , Sj , . . . , Sn dalle quali si parte costituiscano un 

n 

sistema d'intervalli speciali pei quali si abbiaTStOt^o, sena' al- 
tra limitazione, s' intende subito che si potrà anche modificare 
Tenunciato del teorema precedente col dire che: Affinchè la solita 
funzione reale e finita f(x) sia aita alla integrazione nell'intervallo 
finito (a, p) è necessario e sufficiente che per ogni valore positivo e 
arbitrariamente piccolo o si possa trovare un sistetna d'intervalli 
speciali 8|, S^ , . . . , Sn nei quali si scomponga l'intervallo totale 
e tali che la somma corrispondente liSgDg sia inferiore a a. 

186. Mostriamo ora come le condizioni di integrabilità che 
abbiamo trovato si possono trasformare facilmente in un altra 
che riesce spesso di più facile applicazione. 

Supponiamo perciò dapprima che la funzione f{x) sia atta 
alla integrazione nelP intervallo (a, P), e che gli intervalli 
^i 1 ^2 9 • ' * ' ^M nei quali si suppone scomposto T intervallo (a, P), 

n 

siano tali che per essi la somma corrispondente ]^S«D« sia infe- 
riore a un numero dato positivo e arbitrariamente piccolo a'; e 
indichiamo con t la somma degli intervalli Sg nei quali le oscil- 
lazioni Dg della funzione sono superiori a un numero dato pur 
positivo e piccolo quanto si vuole a. Si avrà: 

e perciò sarà t^— ; quindi, osservando che, per quanto piccolo 

sia stato preso il o, il numero — può sempre supporsi arbitra- 
riamente piccolo (perchè la piccolezza di o' è indipendente da 
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quella di a), si concluderà subito che se la funzione f{x) è atta 
alla integrazione, in qualunque sistema di divisione delP intervallo 
totale si giungerà sempre a trovare un sistema d^ntervalli par- 
ziali d|, $2, . . . , Sfi) tali che la somma z di quelli fra questi intera 
valli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di un numero positivo 
e arbitrariamente piccolo a, sia minore di un numero dato arbi- 
trariamente piccolo e positivo e . 

Viceversa, se si sa che questa condizione è soddisfatta qua- 
lunque sia o, o anche se si sa soltanto che per ogni valore spe- 
ciale di o e di e esiste sempre un sistema d^ intervalli speciali 
Sf , $2 , . . . , Sn pei quali la somma t ad essi corrispondente sia 
inferiore ad e, si potrà affermare che la funzione f{x) è atta alla 
integrazione definita fra a e ^ ; giacché allora, essendo t la somma 
degli intervalli Sg nei quali si hanno oscillazioni superiori a o, 
P — a — t sarà la somma degli intervalli nei quali le oscillazioni 
di f{x) non sono superiori a a, e quindi indicando con D la mas- 
sima oscillazione di f{x) nei varii intervalli S^, o la oscillazione 
fra a e p, si avrà evidentemente: 

per modo che sarà soddisfatta la condizione che vien richiesta 

dall'enunciato del teorema precedente onde la funzione f(x) sia 

atta alla integrazione fra a e P; quindi si può anche senz'altro 

affermare che: Affinchè la solita funzione reale e finita f(x) sia 

atta all'integrazione neW intervallo finito (a, p), è necessario e 

sufficiente che per ogni sistema di valori arbitrariamente piccoli 

e positivi o e e, si possa trovare un sistema d'intervalli speciali 

S|, S),..., Sn, nei qucdi si scomponga V intervallo totale (a, p), 

tali che la somma z di quelli fra questi intervalli nei quali le 

oscillazioni ddla funzione sono maggiori di a sia inferiore ad e. 

E non si deve lasciar di osservare che le dimostrazioni precedenti 

permettono anche di dire che quando si sia verificato che questa 

condizione è soddisfatta qualunque sia o, allora al tendere a zero 

degli intei-valli parziali in cui viene diviso T intervallo totale, il 

numero z avrà per limite zero; e ciò non solo per le divisioni 
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deir intervallo totale (a, p) cui appartengono i sistemi speciali 
d^ intervalli coi quali sarà stata fatta la verificazione, ma anche 
per qualunque altra divisione. 

Questi risultati poi si applicano anche alle funzioni com- 
plesse di variabili reali, considerando però allora separatamente 
le due funzioni formate dalla parte reale e dal coefficiente del- 
r immaginario, e talvolta anche considerando soltanto la funzione 
formata dai moduli della funzione data stessa. 

187. Da questo teorema risultano ora come casi particolari i 
seguenti. 

1." Tutte le funzioni finite e continue in un intervallo finito 
(a, P) sono sempre atte alla integrazione definita in questo inter- 
vallo, giacché per esse (§. 42), qualunque sia il numero positivo 
dato e arbitrariamente piccolo a, si può sempre scomporre lo 
stesso intervallo (a, P) in intervalli 8» talmente piccoli che in 
ciascuno di essi la oscillazione corrispondente D^ della funzione 
sia sempre minore di o . 

2.° Le funzioni finite f{x) che fra a e p soìw soltanto general-' 
mente cmitinue, e quelle punteggiate discontinue le cui discontinuità 
sono in un gruppo infinito di punti di prima specie sono atte alla 
integrazione definita nello stesso intervallo. Si osservi infatti che 
in questo caso si potranno separare dalP intervallo (a, p) altri 
intervalli X^ , X^, . . piccoli quanto si vuole che racchiudano i varii 
punti di discontinuità (§. 14); e il numero di questi intervalli 
sarà sempre inferiore a un numero finito per le funzioni general- 
mente continue, mentre, sebbene sempre finito, andrà crescendo 
indefinitamente al successivo impiccolirsi degli intervalli stessi, 
per le funzioni punteggiate discontinue che qui si considerano. 

Però questi intervalli X^ , X^ , . . . , pur mantenendosi sempre 
in numero finito (§. 14), potranno sempre scegliersi in modo che 
la loro somma sia minore di quel numero che più ci piace e; e 
poi gli intervalli rimasti (i<f , (i^, . . ., potranno sempre scomporsi 
in un numero finito di intervalli parziali S^ , S^ , . . . tali che in 
ciascuno di essi le oscillazioni della funzione siano sempre inferiori 
a un numero dato arbitrariamente piccolo e positivo a, perchè 
negli intervalli stessi |if, {i^,... la funzione è continua; quindi 
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eyidentemente si otterrà così una speciale scomposizione àeìV in- 
teryallo totale (a, P) in intervalli parziali (S^ , 8j , . . . Xj , X^ , . .) 
pei quali sarà soddisfatta la condizione contenuta nelPenunciato 
del teorema precedente, e perciò la funzione data sarà atta alla 
integrazione definita fra a e p . 

In particolare sono dunque atte alla integrazione fra e 1 
le funzioni punteggiate discontinue 1.% 2.' e 3.' del §. 62. 

3.* Le funzioni che in un intervallo finito (a, p) sono setnpre 
finite e godono della proprietà che il numero dei punti nei quali 
8i hanno salti maggiori di un numero arbitrariamente piccolo 
e positivo è sempre finito e solo può crescere oltre ogni limite 
per rimpiccolire indefinitamente di a, sono atte alla integrazione 
definita fra a e ^. Sia infatti f{x) una funzione che soddisfa alle 
condizioni qui dette, e che sarà perciò una funzione punteggiata 
discontinua (§. 65) ; e siano a^, a^, . . . a« i punti, in numero finito 

m, nei quali questa funzione tk salti superiori o uguali a j, 

essendo o un numero dato comunque piccolo e positivo. Esclu- 
dendo questi punti con intervalli X,, X^ , . . . X« tutti inferiori 

6 

a —, rimarranno alcuni intervalli in numero finito [l'i, (J-a < . • • in 
• m 

ciascun dei quali i salti della funzione saranno sempre inferiori 
a 21 e la somma degli intervalli X^ , X^ , . . . X^ sarà inferiore a e. 

Ora, ripetendo quei ragionamenti stessi che si fecero ai 
§§. 41 e 42 per dimostrare proprietà analoghe delle funzioni con- 
tinue, salvo a mutare ora naturalmente qua e là qualche parola, 
si dimostra anche più in generale che: se una funzione sempre 
finita f(x) nei' punti di un intervallo (a, h) fa soltanto salti infe- 
riori a j, si pilo sempre trovare un numero positivo e differente 

da zero S' tale che, per 3 numericamente inferiore a d', e per tutti 
i punti X, e x-\-S dell' intervallo (a, b) si ha sempre in valore 

assoluto: f{x+S) — f{iv)<i-; e quindi in ogni intervallo non supe- 

riore a 2Z' le oscillazioni della funzione non sono mai maggiori 
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di o: dunque in forza di questa proprietà siamo sicuri che per la 
funzione che ora consideriamo, ognuno degli intervalli indicati 
sopra con (l'i « (i^ , ... si potrà scomporre in un numero finito 
dMntervaUi parziali S| , S^ , . . . in ciascuno dei quali le oscillazioni 
della funzione non saranno mai superiori a o , e allora si otterrà 
una speciale scomposizione deir intervallo totale (a, p) in intervalli 
parziali (S^, ^2)<- «i ^d ^9 •••) P^i quali è soddisfatta la condi- 
zione contenuta neir enunciato del teorema generale del §. 186; 
talché anche in questo caso si può ora affermare come volevamo 
che la funzione data f{x) sarà atta alla integrazione definita a e ^. 

In particolare dunque sono atte alla integrazione definita in 
qualunque intervallo finito tutte le funzioni punteggiate discon- 
tinue che si ottengono applicando il principio della condensa- 
zione delle singolarità (§. 114, l.*"), come potremo riconoscere per 
altra via anche in seguito. 

4.** Le funzioni sempre finite che in un intervallo finito (a, p) 
hanno soltanto discontinuità ordinarie, che avendo delle discon^ 
tinnita di seconda specie le hanno soltanto da una parte dei punti 
corrispondenti, e sempre dalla stessa parte {destra sinistra), sono 
atte alla integrazione fra a e ^. 

Sia infatti f{x) una tale funzione, e supponiamo che se essa 
ha discontinuità di seconda specie in uno o più punti fra a e p, 
le ahbia soltanto a destra dei punti stessi. 

Supponendo a<[p, indichiamo con e un numero positivo pic- 
colo a piacere, e prendiamo a considerare l'intervallo (a, a+e). 

Siccome a sinistra di ogni punto la funzione data f{a;) è 
continua o ha tutt' al più una discontinuità ordinaria, essa sarà 
una funzione punteggiata discontinua (§. 151) nelP intervallo 
(a, p); quindi anche nell'intervallo (a, a+s) esisteranno infiniti 
punti nei quali la funzione stessa è continua, e se a;| è uno di 
questi punti, e è un numero dato arbitrariamente piccolo e posi- 
tivo, limitandoci a considerare la parte a destra di x^ si potrà 
trovare un numero positivo e, tale che per ogni punto x compreso 
fra a?| e x^-\-b^ (^i+^i ^^ pì^ esci.) si abbia in valore assoluto: 
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Però di questi numeri e^ ne esisterà evidentemente un numero 
infinito, poiché, se £4 è un numero che gode delP indicata proprietà, 
ogni numero inferiore a e^ godrà della stessa proprietà; quindi 
potremo supporre che il valore scelto per e| sia appunto il limite 
superiore dei valori che così può avere e^ . 

Posto allora y4=a?j+e|, formeremo l'intervallo (y 4, yx+j^\ 

essendo e il numero scelto sopra a piacere, e in questo intervallo 
prenderemo un punto x^ a destra di y^ nel quale la funzione sia 
continua, e poi anche per questo punto x^ formeremo un inter- 
vallo {x^i 3:2+65) analogo all'intervallo (jc^, OJ^+e,); per modo 
cioè che in ogni punto x di esso (j?2'~h^ ^ P^^ esci.) si ahbia in 

valore assoluto : f{x) — f{^i) <Có » essendo al solito e^ il limite 

superiore dei valori che può avere e^ quando si richiede che per x 
compreso f ra a?^ e x^+e^ {^^-{-h &1 piì^ esci.) si abbia sempre in 

valore assoluto f(x) — /"(^r^X- -. 

Posto poi y2=i2?2+e2, formeremo l'intervallo (t/^, y%-\-^^\ 

e in esso prenderemo un nuovo punto x^ a destra di y^ nel quale 
la funzione data sia continua, e poi anche per questo punto for- 
meremo un nuovo intervallo (rrj, a?3+e3), analogo agli intervalli 
precedenti (x^^ ^i+^i)? (^2? ^%~\'h)ì ^^ ogni punto x del quale 

(a?8-(-e3 al più esci.) si abbia in valore assoluto: f{x) — f{x^<Z^' 

Ci 

Così continuando successivamente, verremo a formare un 
sistema di numeri x^^ a:^ , ^3 , • . . che andranno sempre crescen- 
do; talché o si raggiungerà il punto ^ dopo avere formato sol- 
tanto un numero finito di intervalli (ic^, a^^+e^), (a?2, ^a+e^), 
(^31 ^3T"S3), . . . , o il numero dei punti x^^x^^^x^^,,. andrà cre- 
scendo indefinitamente, e allora (§. 25) essi avranno un limite 
determinato uguale o inferiore a p. 

Ma, ammettendo che si presentasse questo secondo caso, e 
che a fosse il limite (uguale o inferiore a p) degli infiniti valori 
che allora verrebbero ad avere a?i, ifg, iTg , . . . , ne avverrebbe che 
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in ogni intervallo a sinistra di a, per quanto piccolo esso fosse, 
vi cadrebbero un numero infinito di questi punti; e siccome, la 
funzione f{x) nel punto a a sinistra è continua o ha tutt^al più 
una discontinuità ordinaria, e quindi si può sempre determi- 
nare (§. 22) un intervallo (a — co, a) a sinistra di a tale che per 
ogni sistema di punti £, 7] presi in esso (a al più esci.) si abbia 

sempre in valore assoluto /*(S) — /("^jX^» così anche in questo 

intervallo (a— <o, a) dovrebbero esistere infiniti punti a?^, ìTj, Xj , . . . 

Ma se x^ fosse uno di questi punti, per ogni punto x del- 

r intervallo (a — a>, a) (a al più esci.) si avrebbe in valore assoluto 

f{x) — /(^.«Xo» ® quindi evidentemente, pel modo con cui le 6j, 

e^, 83, . . . sono state determinate, l'estremo a?«+e^ dell'intervallo 
(Xm^ 2?+6«) corrispondente a x^ non potrebbe cadere nell'interno 
dell'intervallo (a — co, a) ma tutt'al più verrebbe a cadere in a, 
e allora il punto successivo x^^ cadrebbe fuori dell'intervallo 
(ji — do^ (x)^ ciò che è contraddittorio; dunque evidentemente biso- 
gna necessariamente ammettere, che dopo di avere formato sol- 
tanto un numero finito d'intervalli (a?^ , ^i+s^), {x^^ ^4+4)» 
{Xz , ^3+^3) • • • si raggiunga il punto p. 

Ciò ammesso, si prendano ora dei punti y\^ y'^, y\y .... a 
sinistra di aj^+^i» ^a+s^, a?3+e3» • • • nell' m^erwo dei respettivi 
intervalli (a?,, ^j+Si), (^21 ^s+Sa), (J^a, ^+^3) . . . , e a distanze 

da iP^+^n ^2"h^2> ^3+^3 1 . . . respettivamente inferiori a ^e, 

^6, ^ e , . . . , ove e è il solito numero scelto a piacere in principio; 

e si consideri poi quella scomposizione dell'intervallo totale (a, p) 
che corrisponde ai successivi punti di divisione (a, 0?^, y\y ^r^, 
y 3 , a?3 , . . . ). 

Si vedrà subito che questa scomposizione darà luogo a un 
numero finito d'intervalli (a, ar^), {x^^ y\), (p\^ x^\ {x^^ y'a)--» 
e le oscillazioni maggiori di o non potranno aversi che negli in- 
tervalli (a, o^i), {y\j 0:3), (j/'ai ^3)» y's» x^ . . . che sono respet- 

1 1 
tivamente inferiori a e, s, ^e, n^^?'"» P^r modo che la loro 
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somma sarà inferiore a 3s; quindi, poiché ragionamenti del tatto 
simili potrebbero farsi anche nel caso che la funzione data f{x) 
avendo delle discontinuità di seconda specie, le avesse soltanto a 
sinistra dei punti corrispondenti, pel teorema generale del §. 186 
si può ora senz^ altro concludere, come volevamo, che la funzione 
qui considerata f{x) è atta alla integrazione definita fra a e p. 

S."" Il teorema dimostrato poi può anche generalizzarsi ed 
estendersi al caso in cui la funzione data soddisfi alle condizioni 
contenute nel teorema stesso per tutti i punti dell'intervallo (a, P) 
ad eccezione di un gruppo di punti di pritna specie. In questo 
caso infatti racchiudendo questi punti in un numero finito d^inter- 
valli Xf, X^, X3,... la cui somma può supporsi minore di quel 
numero che più ci piace e', rimarranno altri intervalli in numero 
finito pif , {ij, . . . in ciascuno dei quali saranno sempre soddisfatte 
le condizioni del teorema precedente e che potranno in conse- 
guenza scomporsi in intervalli parziali tali che la somma degli 
intervalli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di sia inferiore 
a quel numero che più ci piace e"; quindi evidentemente reste- 
ranno ancora soddisfatte le condizioni del teorema generale del 
§. 186, e la funzione data sarà ancora atta alla integrazione fra 
a e p. 

6.'' Dal teorema 4.** poi si ha subito come caso particolare che: 
Le funzioni che in un intervallo finito (a, P) sono sempre finite e 
non fanno mai oscillazioni ne fanno soltanto un numero finito, 
sono atte alla integrazione definita fra a e p, giacché evidente- 
mente l'intervallo totale si spezzerà in un numero finito d'inter- 
valli in ciascuno dei quali queste funzioni non fanno oscillazioni, 
e quindi pel teorema del §. 25 a sinistra e a destra di ogni punto 
fra a e p, esse saranno sempre continue o avranno soltanto di- 
scontinuità ordinarie. 

7.** Le funzioni che nelV intervallo (a, P) sono totaltnente discon- 
tinue non sono atte alla integrazione definita nello stesso intervallo, 
giacché in questo caso in ogni intervallo piccolo quanto si vuole 
preso nell'intervallo stesso o in alcune sue porzioni determinate, 
i salti della funzione e quindi anche le sue oscillazioni sono sem- 
pre maggiori di un certo numero sufiScientemente piccolo ma 
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determinato o (§. 64), ed è quindi impossibile di soddisfare alla 
condizione contenuta nel teorema generale del §. 186. 

188. Non tralascierò poi di notare che in forza di quest^ultima 
osservazione si può anche asserire che quando una funzione f{x) 
è atta alla integrazione definita in un intervallo (a, P), essa deve 
essere continua almeno generaltnente^ o essere una funzione pun- 
teggiata discontinua fra a e % e quindi deve essere sempre conti- 
nua almeno in alcuni punti di qualsiasi porzione anche ristrettisi 
sima dell'intervallo (a, p). 

Per quanto poi Hankel abbia creduto di dimostrare inversa- 
mente che ogni funzione punteggiata discontinua fra a e ^ è .sem- 
pre atta alla integrazione definita neir intervallo (a, p), non credo 
che ciò possa assicurarsi perchè la dimostrazione di Hankel non 
mi sembra del tutto rigorosa; e d'altro lato poi, al? infuori di 
questa dimostrazione, io non conosco, rispetto alle funzioni pun- 
teggiate discontinue atte alla integrazione, nessun altro teorema 
più generale di quelli enunciati nel paragrafo precedente. 

Questi teoremi però hanno già una estensione grandissima, 
e mettono in piena luce la immensa differenza che, dal lato della 
possibilità, esiste fra le due operazioni di derivazione e d' integra* 
zione; inquantochè mentre, come abbiamo visto nei capitoli pre- 
cedenti, la derivazione è bene spesso impossibile anche quando si 
applichi soltanto alle funzioni sempre continue in un dato inter- 
vallo (a, p), r integrazione invece non solo è possibile per tutte 
le funzioni continue, ma è possibile anche per infinite classi di 
funzioni che in qualunque porzione anche ristrettissima delP in- 
tervallo dato sono infinite volte discontinue. 

189. Diamo ora alcuni esempi di integrali definiti calcolati 
dietro la definizione che ne abbiamo data nei paragrafi precedenti. 

1.* Si prenda la funzione f(x)=x^, ove A: è un numero fisso; 
e poiché questa funzione è evidentemente atta alla integrazione 
definita fra due numeri qualunque positivi, si cerchi V integrale 

r? 

I a^dx^ ove 0<a<p. 

Si decomponga perciò l'intervallo (a, p) in n intervalli par- 
ziali 8|, $2 f • * • ) ^M coir inserire fra a e p n — 1 medii geometrici. 
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Chiamando q la ragione della progressione geometrica corrispon- 

dente, si avrà 9=-\l — i ^ gli intervalli parziali 8» saranno dati 

dalla formola 8»=aqr» — a3*'"*=ag^~*(2 — 1); talché, prendendo 
pel valore /, della funzione nelV intervallo 5, il valore a*^^'"*^ 
corrispondente air estremo inferiore, si avrà: 



TP 



(5) / a^da?=limya*^V'"*^^'*K?— 1)= 



=lima*+«(?— l)fl+2**'+2'^***^+ • • • +3<"-*X**^>l , 









e per k differente da — 1 si otterrà di qui: 

Ma, ponendo g'=14-e» si vede subito di qui che: 
quindi si conclude che per k differente da — 1 sarà: 



/ 



■a *+l 

Se poi 7^=1 la formola (5) ci dà: 

•p 



/'^=li„,«jfP)l-lì=logÌ. 

2.'' Prendiamo ora la funzione log(l-2acosa?+a') che quando 

a è reale e differente da uno in valore assoluto è finita e continua 

rispetto ad a; in qualunque intervallo finito; e proponiamoci di 

rie 
calcolare l'integrale / log(l— 2acosa:-f-a')da?. 

Dividiamo perciò V intervallo da a ic in n intervalli uguali 
a —, e applichiamo il processo precedente, prendendo ancora pel 
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valore f, nelP intervallo 8» quello corrispondente all'estremo infe- 
re 

riore, cioè Iog(l — 2acos(«9 — 1) — f-*^)« Si avrà: 

1% 

I log(l — 2acosa?+ot*)da?=lim — !og(l— a)*-f- 

+limr-logj(l-2acos^+a*)(l-2acos2-+a«). . ;(l-2acos(n-l)^+a« jl 

e poiché il primo termine del secondo membro ha per limite 
zero, basterà occuparsi del secondo termine. 

Ma, osservando che la equazione y*"-l=0 ha due radici reali 

—1 e 1 , e le altre coniugate due a due, come le e " , e " , 
con 4=1, 2, 3,... (w — 1), e si ha: 

*7rt\ / k r 



( 




a — e n ]{a — e « 1=1 — 2acos — |-a', 



si vede subito che il prodotto di cui si deve prendere il logaritmo 

a'»— 1 
nella formola precedente è uguale a — ^ — =-, e si ha perciò: 



j^" 



log(l— 2acosa;4-«*)^^=Ji^-log , ^ , 



n 





e quindi se a*<[l, sarà: 



f\og{l- 



2aco8a;-f-a^) dx=0 , 





e se a*>l sarà invece: 



i^ 



'TU 

log(l — 2aco3J?-j-a-)rfj?=7rloga*^=27rloga. 



Se poi fosse a=±l, il metodo precedente non ci direbbe 
più nulla; però allora la funzione sotto il segno integrale diviene 
infinita per x=0 o per x=i:^ e noi per ora ci limitiamo a con- 
siderare integrali di funzioni che in tutto l'intervallo d'integra- 
zione si mantengono sempre finite. 

3° Consideriamo le tre funzioni punteggiate discontinue date 



f' 
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al §. 62, che come si disse al §. 187, 2.** sono atte alla integrazione 
definita in qualunque intervallo fra e 1. 

Per queste funzioni eseguendo la divisione delP intervallo 
che si considera, col formare prima un numero finito dMntervalli 
X| , X<g , . . • che racchiudano i varii punti di discontinuità, e poi 
dividendo gli intervalli restanti (jL|, m, ... in intervalli parziali 
S|, §29 • • • come si disse in generale al §. 187, 2.'', si troverà subito 
che per la prima e per la terza delle stesse funzioni si ha sempre: 

'a? 
f(x)dx=x , 



per x<CX; e per la seconda si ha: 

ove'm può prendere i valori 1, 2, 3, . . . , e a; si suppone compreso 
^^* oSi ® om-^ì (q^^sti estremi incl.); talché in particolare facendo 
9n=l, a;=l, sempre per la stessa funzione^ si ha: 



190. Diamo ora le proprietà principali degli integrali definiti 

f{x)dx^ ove f{x) è una funzione che nell'intervallo finito (a, p) 
a 

è sempre finita e atta alla integrazione, deducendole dalla defini- 
zione che abbiamo data per essi. 

l."" Osservando che quando si ha ^<jf. gli intervalli S, nei 
quali si deve dividere T intervallo totale (a, p) per calcolare Tin- 

TP 

tegrale / f{x)dx devono considerarsi come negativi, si vede 
subito che si ha : 



L 



•/a 



/ f{x)dx=- jfi 



f{x)dx. 
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2/" Se Y è un numero compreso fra a e p, osservando che la 
divisione dell* intervallo (a, p) in intervalli parziali Sg può farsi in 
modo che un punto di divisione venga sempre a cadere in t, si 
trova subito che: 

TP A TP 

/ f{x)dx= I f{x)dx-\- I f{x)dx; 



' -^a •/a 



e siccome di qui si ha: 



A r? r? r? n 

I f\x)dx= I f{x)dx— I f{x)doo= 1 f{x)dx+ I f{x)dx^ 
JcL Ja J*{ •^a Jp 

e Y si suppone compreso fra a e p, la formola precedente potrà 
dirsi dimostrata anche pel caso che y sia esterno air intervallo 
(a, P), purché allora la funzione f{x) sia data, o almeno sia 
continuata con una funzione atta alla integrazione, anche nel- 
r intervallo estemo al? intervallo primitivo (o^ P). 
3.' Se /(^)=1, si ha: 

dx=^ì3DL2^g==^ — a= air intervallo. 



• 4," Se le funzioni ^(a?), /s(ìp), . . . , f«(^) sono finite e atte 

* alla integrazione fra a e p e sono in numero finito, evidente- 

* mente anche la loro somma algebrica f^)±.f^^±. . . . ±fm{x) 

* sarà finita e atta alla integrazione fra a e p, e si avrà: 

/ { fiioò)±Ux)± . . :±fjx)\dx= / U{(r)dx± / U{x)dx±. . . ± 

rP 

« Ja 

* Similmente se o è una costante, ^f{x) è una funzione finita 

* e atta alla integrazione fra a e p, si avrà: 



/•P /-P 

/ cf{x)dx=c I f{x) dx . 



• 5.* Se le funzioni finite ^(a?), f^(x\ . . . , f^{x) sono in numero 
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* finito e sono atte alla integrazione definita fra a e p, altrettanto 

* accadrà del loro prodotto f\{or)fJ^x), . . /"«(a?) ,. 

Supponiamo infatti dapprima che si tratti di due sole fun- 
zioni fi{x)f^(z)^ e indichiamo con D la oscillazione del prodotto 
A(^)A(^)i ^^^ ^ìi ^2 quelle delle funzioni fi(x\ f^{x) nelP in- 
tervallo S9, e con L| , L^ i limiti superiori e l^^ l^ i limiti inferiori 
dei valori di fi(po) e f^{x) nel medesimo intervallo. Supponendo 
per semplicità che questi limiti siano tutti positivi, si trova subito 
che: 

e perciò anche: 

I><Jjim—k)+k(^ì—h)ì ovvero: D<L|Dj+Ì2D|; 

donde si vede appunto che se le funzioni f^{x) , f^{x) saranno 
sempre positive e per esse saranno soddisfatte le condizioni d^ in- 
tegrabilità, altrettanto accadrà pel prodotto fiix)f^{x). 

Quando poi le funzioni fi(x\ f^(x) non siano sempre positive 
neir intervallo (a, P), esse si ridurranno tali colP aggiungere loro 
delle costanti convenienti; e allora il prodotto <pix)^{x) corri- 
spondente alle nuove funzioni (p(x) e ^{x) sarà atto alla integra- 
zione fra a e p, e quindi evidentemente altrettanto accadrà anche 
in questo caso pel prodotto fi{x)f^[x)] talché, osservando ora che 
dal caso del prodotto di due funzioni si passa successivamente 
al caso del prodotto di tre di quattro funzioni ec. . . , il teorema 
enunciato sopra può dirsi evidentemente dimostrato. 

E si può notare che dalla dimostrazione fatta apparisce anche 
che quando p. es, f(x) e f{x) sono due funzioni finite e atte alla 
integrazione fra a e p, e S4, Sj? • • • ^» ^^^^ i ^^^^^ intervalli in 
cui si scompone V intervallo totale (a, P), si ha anche: 

p 



•/a 



essendo /V e f « valori qualunque presi ambedue a piacere fra i 
limiti inferiori e superiori di f{x) e ff{x) respettivamente nell'in- 
tervallo 8,. 

fix) 
G.** Similmente : " il quoziente ^-j-r di due funzioni f{x) e y(a?) 
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* sempre finite e atte alla integrazione in un intervallo finito 
'^ (a, P) sarà atto esso pure alla integrazione nello stesso inter- 

* vallo tutte le volte che fra a e p la funzione denominatore f{x) 

* si manterrà sempre numericamente discosta da zero più di una 
" quantità determinata X «. 

Supponiamo infatti dapprima che la funzione f{x) sia sem- 
pre positiva fra a e p, e indichiamo con a un numero positivo 
arbitrariamente piccolo. 

Siccome le due funzioni f(x) e tp{x) fra a e ^ sono atte alla 
integrazione, l' intervallo (a, P) potrà scomporsi in intervalli par- 
ziali d|, §2, . . . Sh tali che la somma z di quelli intervalli (se pure 
ve ne sono) nei quali le oscillazioni di f{x) e ^{x) sono superiori 
a a sia minore di quella quantità che più ci piace e. 

In ciascuno degli altri intervalli ?« la funzione ^{x)^ almeno 
quando a (come possiamo sempre supporre) è stato preso inferiore 
a X, avrà sempre lo stesso segno, potendo però questo segno 
variare da un intervallo ad un altro; quindi se D, D^, D^ sono 

f(x) 
le oscillazioni respettive delle funzioni -t;^, f{x) e ^{x) nell'in- 
tervallo §9, e Zf e Zj sono i limiti inferiori e L^ e L^ i limiti supe- 
riori di f{x) e ^{x) nello stesso intervallo, quando 2^ e Lj sono 
positivi si avrà : 

D^^-.^i ovvero: D<.?^f±^, 

anche: 

e quando Z^ e L^ sono negativi si avrà invece: 

D <lr - r-*> ovvero: D < ^o , 
talché se G è preso abbastanza piccolo, gli intervalli S^ nei 
quali la funzione -y-r farà oscillazioni maggiori di un mmiero 

arbitrariamente piccolo o potranno essere soltanto tutti o alcuni 
di quelli nei quali le funzioni f{x) o ^(x) fanno oscillazioni mag- 
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giori dì a; quindi poiché, come abbiamo detto, la somma t di 
questi intervalli può supporsi minore di quel numero che più ci 
piace 6 , resta intanto dimostrato che quando sono soddisfatte le 
condizioni poste sopra, e f{x) è sempre positivo fra a e p, il quo- 
ziente ^4-^ B<urà atto alla integrazione fra a e B. 
9(0?) ^ 

Osservando poi che il quoziente ^-~ può anche considerarsi 

come il prodotto delle due funzioni f(x) e -rr-r, e queste, per le 

ipotesi fatte, e per quanto ora abbiamo dimostrato, sono ambedue 
atte alla integrazione fra a e p, si conclude che anche se f{x) non 

è sempre positiva frti a e p, il quoziente -y-r è atto alla integra- 
zione nell'intervallo (a, p), e con ciò il teorema enunciato sopra 
resta ora completamente dimostrato. 

£ superfluo poi di osservare che le inverse delle proprietà 
4/ 5/ e 6/ possono benissimo in certi casi non sussistere affatto. 
T."" Si osservi ora che se f{x) è al solito una funzione finita 
e atta alla integrazione fra a e p (a<CP)9 e se (S^ , Sji • • • • Mi 
(8'|, S'i, . . . S'n) sono due sistemi qualunque di intervalli parziali 
in cui viene diviso P intervallo totale (a, p), per le formolo del 
§. 183 si avrà in valore assoluto : 

e quindi servendosi della formola (4) del §.184 si troverà anche: 

ove D è Toscillazione di f{x) fra a e p, e t2' è il massimo degli 
intervalli S',; talché, considerando ora n come fisso, e osservando 

che col successivo impiccolire delle Vg la somma ^^tft finisce 

per differire tanto poco quanto si vuole dal valore dell' integrale 

TP 

/ f{x)das^ e il d' può rendersi piccolo a piacere, si intende subito 
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che in valore assoluto sarà sempre : 

ciò che permette evidentemente di dire che: ^ per ogni sistema di 
' valori speciali delle 8| , S^ , • • . , 5m la somma corrispondente 

n 

' 2^' f' ^^^ sempre un valore approssimato dell' integrale 
' / f{^)d(V con un errore per eccesso o per difetto non superiore 



' al doppio della somma VS^Df ; per modo che se T S, D,<^o , 
* Terrore che si commetterà per eccesso o per difetto prendendo 






' ]S^f/t come valore dell'integrale / f{x)dx sarà inferiore a 20.. 
Questi risultati poi valgono evidentemente anche quando a<CPf 

n 

purché però allora invece della sonmia negativa ^^t D» si prenda 

il suo valore assoluto. 

Se poi si osserva in particolare che le 8« possono sempre 

supporsi prese tutte eguali fra loro e a - — , allora evidente- 



mente, oltre a concludere che * il rapporto - — ^ / f{x)dx del- 




1 /*p 



' V integrale / f(x)dx diviso per P intervallo d' integrazione può 

* riguardarsi come il limite della media —\fi di n valori della 

' funzione presi in punti qualsiasi degli n intervalli nei quali si 
' suppone diviso T intervallo totale (a, p), o anche più particolar- 
' mente come il limite della media di n valori della funzione presi 

• in punti equidistanti a, a+^ — , a+2^ , . . . a+(n-l) ^ — ., 



n n ' ' n 
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1 * 

8Ì concluderà altresì che ''ana qualunque delle medie stesse —y/t 

* moltiplicata per P intervallo d^ integrazione p — a dà un valore 

* approssimato delP integrale con un errore per eccesso o per 

* difetto non superiore al doppio del prodotto dell' interrallo mol- 

1 * 
' tiplicato per la media corrispondente delle oscillazioni — ^ D, « • 

8.- La proprielà che ora abbiamo Wte per le somme |v. 

conduce ad alcune formolo che ci torneranno utili in seguito. 

Si osservi perciò che se una funzione finita f{x) è atta alla 
integrazione. in un intervallo (a, p), essa lo è anche in ogni por- 
zione delP intervallo stesso; e quindi, se si suppone diviso l'inter- 
vallo totale (a, p) negli intervalli parziali S^, S^i • • • ^»i siccome 

alle somme yS,/« per t < n potrà ancora applicarsi quanto si 

disse sopra per le somme y^i,f„ si avranno evidentemente le 
formolo seguenti: 



8. 



•x; 



ove A:^, h^y... ki sono numeri compresi fra — lei (questi 

n 

limiti- inclusi) ; e quindi, supponendo \S«Dw<[<' i ^ osservando 
che per i<Cn sì ha in valore assoluto (cioè anche se le S« sono 
n^ative) 2^tD,<*28tD,, si potrà anche scrivere evidentemente: 
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•/a 



essendo ancora )b|, %2f * • • ^< i^^uneri compresi fra — lei (questi 
limiti incl.)* 

QJ" Mostriamo ora che * se la funzione f(x) è finita e atta 
' alla integrazione in un intervallo finito (a, p), cambiando in un 
*^ modo qualunque il suo valore in un numero finito di punti o 
'^ anche in un gruppo infinito di punti di prima specie, essa 
* resterà atta alla integrazione fra a e p, e il valore dell^ integrale 



[a- 



[x)dx non sarà cangiato « . 
a 

Si osservi infatti che i punti nei quali viene cangiato il 
valore della funzione potranno racchiudersi entro un numero finito 
d^ intervalli X^ , X^, . . . X., la cui somma sia minore di quel numero 
che più ci piace e| ; e poi gli intervalli restanti (nei quali la fun- 
zione non avrà subito verun cangiamento) si potranno scomporre 
in intervalli parziali S|, S^f •«• ^^^ ^^^ ^^ somma di quelli fra 
questi intervalli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di un 
numero dato ma arbitrariamente piccolo e positivo a sia minore 
di quel numero che più ci piace e^. Allora evidentemente nella 
scomposizione così ottenuta dell'intervallo totale (a, p) negli in- 
tervalli parziali (S^, 8^, • . • X| , X^, . . .), la funzione variata (p(x) 
non potrà fare oscillazioni maggiori di a altro che in alcuni, inter- 
valli la cui somma sia minore di e|-|~%i talché si può intanto 
concludere che (p{x) sarà atta alla integrazione fra a e p. Oltre a 
ciò poi, siccome evidentemente si può fare in modo che le somme 



rSf/f-f H)^/;, £S«9«4~^^<?» (S ^^^ linutd danno i valori degli inte- 
grale / f{x)dx^ I (p{x)dxj non differiscano fra loro altro che per 

le somme £Xf/i, Iihfpi che sono estese agli interrallì X|, X^, • /* e 
che quindi non superano la quantità L(X|-|-X2-|- • •) ^ ^i 9 ^^^ L è un 
limite superiore dei yalori assoluti di f{x) e fp{x) fra a e p,.si avi» 






andie eyidentemente I f{x)dx=x 1 fp(x)dx^ talché il teorema 

•'oc •^ot 

enunciato sopra resta ora completamente dimostrato. 

E ora per questo teorema si può già notare che mentre 



r«" 



evidentemente il valore dell'integrale / f{x)dx dipende dai valori 

che la funzione f(x) ha in ogni intomo anche arbitrariamente 
piccolo di ogni punto delP intervallo d'integrazione, esso non 
dipende affatto dal valore che la funzione ha in ogni singolo 
punto speciale considerato separatamente, giacché questo valore 
può mutarsi a piacere senza alterare con ciò il valore dell'inte- 
grale. 

E in foiza della proprietà dimostrata, e come caso particolare* 
di essa, si può altresì notare che se una funzione finita f{x) è 
soltanto generalmente continua fra a e p, o ha soltanto delle di- 
scontinuità in un gruppo di punti di prima specie, il calcolo 

dell'integrale definito / f(x)dx potrà faxBì prendendo pel valore 



della funzione nei punti di discontinuità quel valore finito che più 
ci piace; ed è per questo appunto che la prima e la terza delle fun- 
zioni punteggiate discontinue di cui si parlò nel §. 62 hanno am- 
bedue lo stesso integrale definito fra e a? per x<Cl (§. 189, 8.*), 
e questo integrale à anche uguale a quello che si avrebbe se la 
funzione corrispondente nell' intervallo (0, x) che si considera non 
avesse mai discontinuità e fosse sempre uguale a uno. 

10."* Oltre a ciò poi si può anche aggiungere più in genende 
che ' se f{x) è una funzione finita e atta alla integrazione fra 
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•/a 



' a e p, il valore dell' integrale I f(x)dx non sarìi mutato quando 

' si cangino i valori della funzione in un gruppo qualunque di 
' punti di prima o di seconda specie, in modo però che la nuova 
' funzione (p{x) sia ancora atta alla integrazione fra a e p e in 
' ogni porzione comunque piccola dell' intervallo dato vi siano 
^ sempre dei punti nei quali il valore della funzione non è can- 
' giato s ; giacché allora evidentemente si potrà sempre ammet- 
tere che i termini della somma £S«7«, il cui limite è Tint^rale 

I (p{x)dx^ non dififeriscano affatto dai termini corrispondenti del- 

^ rp 

Faltra somma SS«/*« il cui limite è il primitivo integrale I f\x)dx, 

11.'' In conseguenza poi di questa proprietà, e come caso parti- 
colare di essa, è facile vedere che " per tutte le funzioni f{x) che 
' &a a e p sono finite e atte alla integrazione, nel calcolo dell'in- 

' tegrale / f{x)dx si può sempre fare astrazione dalle discontinuiià 

* di f{x) che possono togliersi mutando il valore della funzione nei 
' punti corrispondenti, e si può sempre intendere ristabilita la 
^ contìnuiià della funzione col fare questo cangiamento; e nei 
" punti X nei quali la funzione ha discontinuità ordinarie si può 

* prendere indifferentemente per valore di essa un numero qua- 
■ lunque compreso fra i due fix — 0) e /(a?+0), come nei punti x 
^ nei quali la funzione da una o da tutte e due le parti ha discon- 
' tinnita di seconda specie si potrà prendere per suo valore uno 
' qualunque dei numeri compresi fra quelli entro i quali finisce per 
' oscillare coli' avvicinarsi indefinitamente di rr ai punti stessi «. 
Si osservi infatti che siccome la funzione f{x) è atta alla integra- 
zione fra a e p, si potrà sempre immaginare una scomposizione 
dell'intervallo (a, p) in intervalli parziali §|, S^, . . . Sn tali che la 
somma degli intervalli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di 
un numero positivo ma arbitrariamente piccolo a sia minore 

di ^. Oltre a ciò poi quando gli estremi di alcuni degli intervalli 
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8), 83,. •• 8n-.i interni alP intervallo (a, p) non siano in punti di 
continuità di f[x), per quanto si disse al §. 188, alla destra e 

alla sinistra di questi estremi e a distanze da essi inferiori a -r- , 

si potranno sempre segnare dei punti di continuità di /(a;), e allora 
servendosi di questi punti come estremi di nuovi intervalli, si 
potrà formare una nuova divisione dell^ intervallo dato in inter- 
valli parziali S\^ S'j, • . . S'n' tali che la somma di quelli nei quali 
cadono oscillazioni superiori a a sia inferiore a e, e tali inoltre 
che i loro estremi (a e p al più esci.) siano tutti in punti di con- 
tinuità di f(x). Ora se s^ indica con (p(x) una funzione che si deduca 
da f{x) facendo dei cangiamenti nei suoi valori come quelli che 
abbiamo indicato sopra, si vede subito che in ogni porzione co- 
munque piccola deir intervallo (a, p) vi saranno sempre dei punti 
nei quali f{x) e f(x) hanno uno stesso valore, poiché nella stessa 
porzione esistono sempre dei punti di continuità di f{x); e oltre a 
ciò poi, valendosi della divisione suindicata delP intervallo (a, p) 
in intervalli parziali 8'^ , 8'^, • • . 8'nS si vede anche che in ciascuno 
di questi intervalli (gli intervalli estremi 8^^ e 8'^' al più esci.) le 
oscillazioni della funzione f{x) non supereranno le oscillazioni cor- 
rispondenti della funzione f{x\ e perciò anche (p{x) sarà atta alla 
integrazione fra a e ^^ e per la proprietà generale enunciata testò 



i / f{x)dx=^ I f(x] 
Ja Ja 



si avrà / f{x)dx=^ I f(x)dx come appunto avevamo enunciato. 

12."* Non si deve poi lasciare di notare che le proprietà ora 
dimostrate mettono in chiara luce l'esistenza di infinite funzioni 
^{x) punteggiate discontinue che in infiniti punti di qualsiasi por- 
zione anche ristrettissima dell'intervallo dato (a, p) sono differenti 

da zero, mentre il loro integrale / ^x)dx esteso a qualunque por- 

zione (a^, p|) dell'intervallo dato è sempre uguale a zero; e, con- 
statate ora questa particolarità, non si può neppure lasciare di 
osservare che quando si trovi che due funzioni f(x) e 7(0;), finite 
e atte alla integrazione fra a e P, hanno lo stesso integrale in qua- 
lunque porzione (a^ , P|) dell'intervallo (a, p), non si può sempre 



4 



asserire che queste fonzioni debbano essere ngaali fra loro per 
ogni Talori di a? fra a e p, potendo esse difFerire Tnna dall'altra 



per nna funzione ^(x) il cui int^ale / ^{x)dx esteso a qualsiasi 







porzione (a|, P|) dell' intenrallo dato sia sempre uguale a zero. 

IS."" Notiamo anche che dalla definizione stessa degli integrali 
" definiti apparisce subito che: *se la solita funzione f{x) nei punti 
" ove è differente da zero ha sempre lo stesso segno, l'integrale 



fe)dx sarà zero o sarà una quantità differente da zero che 



■ avrà lo stesso segno di f{x) o segno contrario secondochè a<^ 
" o a>p. — E se inoltre fra a e p esisterà un intervallo di am- 
' piezza finita nel quale f[x) differirà da zero più di una quantità 

TP . 

' determinata, l'integrale / f{x)dx sarà differente da zero. ; tal- 

che in particolare " esso sarà sempre diverso da zero tutte le volte 
" che la funzione f(x) non è sempre zero, e nei punti ove non è 
^ zero ha sempre lo stesso segno, e in uno almeno di questi 

• punti x' à anche continua „ ; giacché allora se f(x')=A, con A 
diverso da zero, esisterà un intorno di x' nel quale f(x) differirà 

da zero più di '^. 

14.'' E di qui in particolare risulta anche che ' le funzioni ^x) 
' atte alla integrazione fra a e p e il cui integrale esteso a qual- 

* siasi porzione dell'intervallo (a, p) è sempre nullo devono essere 
' nulle in infiniti punti di qualsiasi porzione comunque piccola 
" dell' intervallo stesso „ ; giacché siccome in questa porzione 
devono sempre esistere (§. 188) infiniti punti nei quali ^{x) è con- 
tinua, se in uno x* di questi punti si avesse ^(x')=A^ con A 
diverso da zero, esisterebbe un intorno {x — e^, a^'+Sj) di x' nel 

1 3 

quale ^x) sarebbe compreso fra ^ A e ^ A, e quindi l'integrale 

I ^x)dx nen sarebbe zero. 
Jx'^^ 
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E per questa osserraziond in fòiza del teorema del §• 46 si 
può anche asserire che ^ le funzioni continue il cui integrale è 
' nullo in qualunque porzione delP intervallo (a, P), sono sempre 
' zero . ; e * se due funzioni f{x) e ^x) sono finite e atte alla 
' integrazione fra a e p, e in qualunque porzione (a^ , P|) delPin- 

* terrallo (a, ^) hanno sempre lo stesso integrale, esse saranno 
' uguali in infiniti punti di qualsiasi porzione comunque piccola 
' delP intervallo stesso (a, p), e se la loro differenza costituisce 
' una funzione continua fra a e p, esse saranno sempre uguali 

* fra loro in tutto l'intervallo stesso (a, p),. 

IS."" Si osserverà poi che ' se f{x) è una funzione finita e atta 
■ alla integrazione fra a e p, tale sarà pure la funzione f^(x) for- 

* mata dai valori assoluti di f(x)^; giacché evidentemente in ogni 
porzione dell' intervallo (a, p) le oscillazioni di f((a;) non saranno 
mai superiori alle corrispondenti di f(x); ' e oltre a ciò poi se 

TP TP 

" a<p, in valore assoluto si avrà / f{x)dx<^ I f^{x)dx. 

16.*" Similmente dalla definizione degli integrali o anche per 
la osservazione 13.* si vede subito che: "se nell'intervallo (a, p) 

* le due funzioni f{x) e ^[x) sono finite e atte alla integrazione, 

* e si ha sempre /ì[a?)>y(a?), sarà: 

TP rP TP TP . 

/ A^)^>: j ?(^)dx , o / f(x)dx<^ I ^{x)dx , 

" secondochè a<poa>P;ese inoltre esisterà fra a e P un 
^ intervallo di ampiezza finita nel quale f(x) è discosto da 9(0;) 
^ più di una quantità determinata, come avviene in particolare 
^ quando fra a e p esiste almeno un punto x' nel quale la differenza 

* f(x) — r^{x) è differente da zero ed è continua, allora i segni di 
^ eguaglianza non potranno mai aversi e sarà: 



TP TP TP TP 

1 f{x)dx^ I rp{x)dx , 1 f{x)dx<i I ^(x)dx 
Ja Ja Ja Ja 



secondochè a<[p a>p , . 
l?."" Di qui poi per la osservasdone precedente si ha che " se 
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' la funzione fp(x) è finita e atta alla integrazione fra oc e ^ (a<CP) 
' e lo stesso accade della funzione f(x) o almeno del prodotto 

* ?{^)f{^)ì essendo sempre f{x) numericamente inferiore a un 
^ numero finito; allora indicando con <p^{x) la funzione formata 
' dai valori assoluti di f(x), e con L il limite superiore dei valori 
** assoluti di f{x) fra a e p un numero maggiore, si avrà in 

* valore assoluto: 






giacché te già non si saprà che il prodotto f{x)ff{x) è atto alla 
integrazione fra a e ^, questo risulterà subito dalle condizioni 
poste per f{x) (osservazione 5.*) ; e se f^{x) è la funzione dei valori 
assoluti di f{^x\ per le due osservazioni precedenti si avrà in valore 
assoluto : 

IS."" Oltre a questo si trova subito anche che ' se la funzione 
' ^x) è finita e atta alla integrazione fra a e p, e ove è differente 
' da zero ha sempre lo stesso segno, e al tempo stesso la fun- 
' zione f{x)y oltre essere sempre finita, à pure atta alla integra- 
' zione fra a e p, o almeno è tale che il prodotto f(x)tp{x) sia 
" atto alla integrazione nello stesso intervallo, allora indicando 
' con L e n limiti superiori e inferiori dei valori di f(x) fra a e p, 

* r integrale / f{x)tf{x)dx sarà compreso fra le due quantità 

'^ L / ff{x)dx^ l j tp{x)dx^ sarà uguale ad una di esse, per 
' modo cioè che, supposto p. es. a <Cp, si avrà: 

L / ff{x)dx'^ I f{x)ff{x)dx>l I ff{x)dx , 
^ quando ^(x) ove è diverso da zero è positivo; e si avrà invece: 



o saran* 
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L / <p{x)dx<^ I f{xyf{x)dx<J I (p(x)dx , 

' quando 9(0;) ove è diverso da zero è negativo « ; giacché eviden- 
temente se già non si saprà che il prodotto f[x)^(x) è atto al- 
Tintegrazione fra a e p, ciò risulterà subito dalle condizioni che 
allora avremo per f{x) (osservaz. 5.'), e quindi per Tosservaz. 13.* 

gli integrali / JL— /(a?)Wa;)— da; , / \f{x)—lì(p(x)dx 
Ja. Ja 

no zero o avranno il segno che ha 9(0;) nei punti ove essa à diversa 

da zero. '^ E se inoltre fra a e ^ esisterà almeno un intervallo di 

' ampiezza finita nel quale (p(a;) è discosto da zero più di una 

** quantità determinata, e f{x) è discosto da L e da Z più di una 

^ quantità determinata anch'esso, come avviene p. es. quando /(a;) 

' in un punto dello stesso intervallo in cui è continua ha un 

^ valore differente da ! e da L, allora nelle formole precedenti i 

** segni di eguaglianza non potranno mai aversi, e sarà sempre 

* invece o: 

TP /-p /-p 

L / f(x)€bC> I f(xyp(x)€bC>l I tf{x)dx^ 
J o, Ja Ja 

o: 

L / ^(x)dx<C^ I f{x)tf(x)dx<Cl 1 rp(x)dx . 
Ja Ja Ja 

19.'' Le osservazioni precedenti possono evidentemente servire 
anche al calcolo approssimato degli integrali definiti, almeno a 
trovare facilmente dei limiti entro cui gli integrali stessi devono 
essere compresi. 

Esse poi danno luogo ad altri risultati importanti, e in par- 
ticolare valendosi delP ultima si trova che: ''se <p{x) è una fun- 
'^ zione che in tutti i punti cp f ra a e p ove è diversa da zero ha 
'^ sempre lo stesso segno, e sono ancora soddisfatte le condizioni 

* d' integrabilità per f{x) e ^(x), o per (p{x) e pel prodotto f(x)f{x) 

* come si disse sopra, allora indicando con un numero compreso 
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'^ f ra i limiti superiori e inferiori L e 2 dei valori che prende f{x) 
' fra a e p (questi limiti L e { incl.), si avrà la formola seguente: 



rp TP 

/ f{x)f{x)dx=9 I tf{x)dx , 

•/a •/a. 



che è Hi una applicazione costante, e nella quale in forza della 
osservazione 9/ e 10/ il numero può anche determinarsi fa- 
cendo astrazione da alcuni dei valori di f{x) fra a e ^, come p. es. 
dai valori che f{x) prende nei punti estremi a e P; e di qui in 
particolare, osservando che quando la funzione f(x) sia sempre 
finita e continua fra a e p esiste almeno un valore o;^ di a; fra a e ^ 
(a e p inclus.) pel quale si ha: f{x^)=9^ si troverà suhito che: 
'^ nel caso della continuità della funzione finita f(x) fra a e p si 
' ha la formola seguente: 



TP , /-P 



talché osservando che ir^=a-|-e (p — a), con e compreso fra e 1 
(questi limiti incl)., si potrà anche scrivere: 

(6) / f(x)tp{x)dx=f(a+B(?-OLJ)J f{x)dx ; 

e da queste formolo se ne potrebbero ottenere facilmente delle 
altre che servissero pel caso in cui ^(x) fra a e p ha dei cangia- 
menti di segno, bastando per questo di applicare le formolo stesse 

TP . , 

all'integrale / f{x)\(p{x)'}'ctdx ^ ove e è una costante conve- 

niente, e talvolta anche potendo spezzare P intervallo totale (a, p) 
in un numero finito di intervalli parziali in ciascuno dei quali 
la funzione (p{x) abbia sempre lo stesso segno. 

20.'' In particolare dunque supponendo f{x)=l^ e ponendo 
per semplicità p — a=A, si avrà sempre: 

ra+h 

/ f{x)dx=^9h , 
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essendo un numero compreso fra il lìmite inferiore { e il limite 
superiore L dei valori di f{x) nell'intervallo (a, a+A) (questi 
limiti incL); o se f(x) sarà continua nell'intervallo (a, a-fA) si 
avrà: 

f{x)dx=hf{a'\'^h) , 

'a 

essendo s una quantità compresa fra e 1 (0 e 1 incl.). 

Però in questo caso, per quanto si disse sopra, se f{x) non è 
costante fra a e a-^hy il valore /(a-j-eA) che qui comparisce non 
sarà nò il massimo nò il minimo dei valori di f(x) fra a e a-{-A; 
e quindi,, siccome fra i punti (t e v che corrispondono al massimo 
e al minimo di f{x) fra a e a-f-A si deve sempre trovare un punto 
interno a?| nel quale f(x) ha il valore /l[a+eA), evidentemente pel 
numero e che comparisce nelle formole precedenti si potrà sempre 
prendere un numero compreso fra e 1 e differente da questi 
limiti. 

191. Continuiamo ora a supporre che f(x) sia una funzione 
di X sempre finita e atta alla integrazione fra a e p, e conside- 






riamo V integrale / f{x)dx per tutti i valori di a? fra a e p (a e 

p incl.), intendendo che per x=a esso sia zero. Evidentemente 
questo integrale, avendo un valore determinato e finito per tutti i 
valori di a; fra a e p, potrà considerarsi come una funzione finita 
di a; in questo intervallo, e potremo quindi indicarlo con ¥(x); e 
poichò se X'\-h è un altro punto qualunque compreso fra a e ^ 
(a e p incl.) a destra o a sinistra di x, si avrà evidentemente 
(§. 190, 2.0. 

rx rx'\'h 

¥(x+h)= / f(x)dx+ / f{x)dx , 
•/a •^x ' 

ovvero (§. 190. 20.^. 

rx+h 
(7) F{x+h)-F{x)= / f{x)dx=9h , 

Jx 

essendo un numero compreso fra il limite superiore e il limite 
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inferiore dei valori di f{x) fra a; e a?H-A, sì potrà intanto conclu- 

rx 
dere evidentemente che F(a;) ossia V integrale j f{x)dx considerato 

come funzione del suo limite superiore x, quando f{x) è finita e 
atta alla integrazione fra a e ^^ è sempre una funzione finita e 
continua di x in tutto F intervallo stesso (a, p). 

Osserviamo poi che se a^ è un numero qualunque compreso 



fra ae^^U valore ddPintegrale I f{x)dx per tutti i punti x fra 
OL e^si otterrà sempre dalla stessa funzione ^{x) che rappresenta 

rx 

V integrale 1 f(x)dx togliendovi una quantità costante che non sarà 



altro che il valore F(a|) dell' integrale / f{x)dx , e che quindi, 

dipendentemente dal valore di a^, potrà assumere qualunque 
valore compreso fra il massimo e il mìnimo dei valori delPinte- 

8^^ / f{^)dx per x compreso fra a e p (§. 52); talché si può 



anche dire che: aggiungendo una costante arbitraria presa fra 
limiti convenienti alla funzione Y{x) che rappresenta V integrale 



I f{x)dx, si otti 



ottiene sempre un nuovo integrale I f{x)dx nel quale 




il limite inferiore soltanto sarà cangiato restando però sempre 
compreso fra a e P (a e p incl.); e questa osservazione può condurre, 
quando si voglia, alla nozione degli integrali indefiniti. 

192. Valendosi ancora della formola (7), facciamo ora avvi- 
cinare h a zero per valori positivi o per valori negativi separa- 
tamente; e supponiamo che nel punto a;, a destra o a sinistra 
secondochè i valori che si considerano per h sono positivi o nega- 
tivi, la funzione f{x) sia continua, o se è discontinua abbia sol- 
tanto una discontinuità ordinaria. In questa ipotesi, per ogni 
numero positivo e arbitrariamente piccolo a si potrà trovare un 
numero h^ dello stesso segno di & e tale che per tutti i punti x 
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dell'intervallo (x, a;+&^) (il punto x al più escL) i valori di f{x) 
in valore assoluto diflferiscano meno di o da f{x+0) o da Ax— 0), 
secondochè h^ è positivo o negativo, quindi, poiché allora per tutti 
i valori di A fra e A| (0 esci.) il numero che comparisce nella 

formola (7), e quindi anche il rapporto ^(^+*)~^(^) ^ differiscono 

n 

da /(a?+0) o da f[x—0) meno di o, si conclude subito che per h 
positivo si avrà: 

,. F(a;+&)— Ffa:) ^, , ^. 

*=40 h /VI/» 

e per h negativo si avrà invece : 

lim?M=!M=;^(a,-0); 



rx 

A" 



e questo intanto ci mostra che l'integrale / f(x)dx considerato 

come funzione del suo limite superiore x^ oltre essere finito e 
continuo in tutto l'intervallo da a a p, è tale altresì che nei punti 
ove f{x) è continua esso ammette sempre una derivata ordinaria 
finita e determinata che è appunto f{x)^ e una particolarità simile 
si ha anche nei punti ove f{x) ha di quelle discontinuità che pos- 
sono togliersi mutando il valore della funzione, colla sola diffe- 
renza che in questi punti il valore della derivata anziché essere 
uguale al valore della funzione è uguale al valore f(x+0) o f{x-0) 
che dovrebbe darsi a f{x) per ristabilire la continuità. 

Nei punti poi in cui si hanno delle discontinuità di prima 
specie i risultati precedenti ci permettono di dire che la ordinaria 
derivata non esiste, ma esistono però le derivate a destra e quelle 
a sinistra e sono uguali respettivamente a fix-^O) e f(x — 0), e in 
generale quando una o tutte e due queste quantità fix-^O) e 
f{x — 0) hanno un significato le derivate, prese da una o da tutte 
due le parti del punto x respettivamente, hanno pure un signifi- 
cato e sono egufdi alle quantità stesse fXx-^O) o f(x — 0); mentre 
se pel punto x una o tutte e due le quantità fix-j-O) e (x — 0) 
non hanno alcun significato, o in altri termini se da una o da 
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tutte e due le parti di a? la funzione f{x) ha una discontinuità di 
seconda specie, allora la derivata di f{x) presa a destra o a sinistra 
di X potrà evidentemente non esistere, e il rapporto incrementale 

corrispondente —^^ £ — ^-^ coli' impiccolire indefinito di h oscil- 
lerà fra limiti finiti in modo che gli estremi oscillatorii corrispon- 
denti saranno compresi fra i numeri limiti entri i quali finiscono 
per avvenire le oscillazioni di f{x) col tendere di x al punto che 
si considera dalla parte corrispondente. 

193. Questi risultati ci permettono di notare che per ogni 
funzione f{x) finita e atta alla integrazione fra a e p, gli integrali 

f f{x)dx sono funzioni finite e continue fra a e ^ che in infiniti 
•/a 

punti di ogni poizione comunque piccola del? intervallo stesso 
(cioè nei punti di continuità che sempre si trovano (§. 188) in f{x)) 
hanno la ordinaria derivata determinata e finita, mentre poi in 
molti casi, e particolarmente quando la funzione da integrarsi f(x) 
è una funzione punteggiata discontinua che ha infinite disconti- 
nuità ordinarie (come sono p. es. alcune delle funzioni che tro- 
vammo col principio della condensazione delle singolarità), la 
ordinaria derivata può mancare anche in infiniti punti di qualsiasi 
porzione comunque piccola dell'intervallo dato; talché chiaro 
anche apparisce che, quando già non si fosse trovato per altra via 
che esistono funzioni finite e continue che mancano della derivata 
ordinaria in infiniti punti di porzioni comunque piccole dell'in- 
tervallo dato, ciò sarebbe risultato anche dalle considerazioni pre- 
cedenti sugli integrali. 

Oltre a ciò poi si può osservare che gli integrali / f{x)dx 

quando f{x) è finita e atta alla integrazione fra a e p sono sempre 
di quelle funzioni che al §. 134 dicemmo funzioni di prima specie, 
e hanno sempre un numero finito di massimi e minimi, o almeno, 
se ne hanno un numero infinito li vengono a perdere tutti quando 
vi si aggiungono o vi si tolgono convenienti funzioni di primo 
grado ^x-^v. 
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194, Supponiamo ora che f[x) sia una funzione di x che nel- 

r intervallo (a, p) è sempre finita, e esclusi tutt' al più i punti di 

un gruppo G di prima specie, da una stessa parte degli altri punti 

p. es. a destra è sempre continua o ha soltanto discontinuità 

ordinarie; e supponiamo inoltre che con un processo qualunque 

si sia potuta determinare una funzione Y(x) di x finita e continua 

fra a e p, e tale che esclusi tutt^ al più i punti del gruppo e 

quelli di un altro gruppo G| pure di prima specie nei quali è 

incerto, in tutti gli altri la sua derivata a destra da, sia uguale a 

f{x) o a f{x-\'Q) secondochè in questi punti a destra la funzione 

f{x) è continua o discontinua. 

Allora (§. 187. 4.°) la funzione /(a;) sarà atta alla integrazione 

rx 
fra a e p, e T integrale / f(x)dx sarà una funzione finita e con- 

tinua di a; fra a e p che godrà delle proprietà indicate nei para* 
grafi precedenti; quindi (qualunque sia la derivata d'x di ¥{x) a 



sinistra) le derivate a destra delle due funzioni 'E{x) e 






saranno uguali fra loro in tutti i punti dell* intervallo (a, p), 
tranne tutt^al più ii^ quelli dei gruppi G e G^ . 

Applicando dunque il teorema S.'' del §. 72 esteso alle deri- 
vate considerate soltanto da una parte (come si disse in fine del 
§. 79), si vede subito che la funzione ¥{x) non potrà differire dell' 

Jrx 
' f{x)dx altro che per una quantità costante che sarà 

evidentemente F(a), e perciò sarà : 

F(A?)-F(a)= / f(x)dx ; 

talché, osservando che nei punti in cui f{x) è continua la derivata 
di F(a;) a destra si riduce sempre alla sua derivata ordinaria 
(§. 148. 3.*"), si può ora evidentemente asserire che perle funzioni 
f(x) che fra a e p sono sempre finite e continue anche soltanto 
generalmente, e per quelle funzioni punteggiate discontinue fra 

18 
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a e p cbe se hanno anche discontinuità di seconda specie, fatta 
tutt^al più eccezione per i punti di un gruppo G di prima specie, 
le hanno tutte soltanto da una stessa parte (destra o sinistra) dei 
punti corrispondenti, la nuova definizione degli integrali definiti 
riconduce a quella che si dà ordinariamente nei trattati di calcolo 
integrale estesa soltanto in modo da poterla applicare anche alle 
funzioni punteggiate discontinue che ora abbiamo indicate; e 
quindi pel calcolo degli integrali definiti di queste funzioni, come 
anche per la dimostrazione delle loro proprietà, potremo valerci 
indifferentemente delPuna o dell'altra delle due definizioni. 

Non si deve poi lasciare di osservare che, in forza dei teo- 
remi dei §§. 150 e 152, i risultati cui ora siamo giunti continuano 
a sussistere anche quando, soddisfacendo sempre f{x) alle condi- 
zioni che le abbiamo imposte, rispetto a F(a;) si sa soltanto che 
fuori dei punti dei gruppi G o G| la sua derivata presa a destra 
dx^ oltre essere finita, è anche continua a destra dei punti corri- 
spondenti, e in alcuni punti di ogni porzione comunque piccola 
deir intervallo dato questa derivata a destra dg è uguale a f{x) 
o a /(a;+0). 

195. E neppure si deve lasciare di notare che nel caso in cui 
f{x) soddisfi alle condizioni indicate, la esistenza di una funzione 
V{x) che fra a e p è finita e continua e rispetto alle sue derivate a 
destra (o a sinistra) gode delle proprietà dette sopra risulta dal 
fatto stesso delP essere f{x) atta alla integrazione neir intervallo 
(a , p) ; e esistendo una tale funzione F(a?), tutte e sole le funzioni 
che si deducono da lei coir aggiungervi una costante arbitraria 
che resta la stessa in tutto P intervallo godranno della medesima 
proprietà, e, per quanto ora abbiamo dimostrato, serviranno tutte 

rx rx 

egualmente al calcolo degli integrali definiti / f{x)dx o / f{x)dx 

per tutti i valori àie e x compresi fra a e p (a e P inch) 

Una funzione ^{x) poi che abbia delle discontinuità fra a e ^ 
non potrà evidentemente servire al calcolo degli integrali definiti 
x 

f{x)dx per tutti i valori di e e a: compresi ^ra a e p (a e (3 incl.); 
e 



L 



— 275 — 

però se essa serrirà in tutti o in alcuni degli intervalli nei quali 
è continua, in ciascuno di questi intervalli parziali (gli estremi 
esci.) differirà soltanto per una costante additiva (variabile da in- 
tervallo a intervallo) dal valore di una stessa funzione sempre 
finita e continua per la quale può prendersi quella che rappresenta 

l'integrale / f(x)dx per tutti i valori dia;fraaep(aep incL); 

per modo cioè che queste funzioni discontinue, negli intervalU 

nei quali serviranno al calcolo degli integrali / f(x)dx risulte-* 

Jc 

ranno tutte dalla funzione ¥{x) coir aggiungervi una costante che 
invece di essere la stessa in ciascun intervallo varierà passando 
da un intervallo alP altro. 

196. Supponiamo ora che F(a?) sia una funzione finita e conti- 
nua neir intervallo (a, p), e la sua derivata dx presa p. es. a destra 
di ogni punto a; fra a e p (^ esci, se a;>>p) sia sempre determinata 
e finita, e sia continua o abbia tutt'al più delle discontinuità 
ordinarie (le quali allora (§. 149) verranno ad essere soltanto a 
sinistra dei punti corrispondenti) ; o se questa derivata ha delle 
indeterminazioni le abbia soltanto in un gruppo di punti G di 
prima specie, come se ha delle discontinuità di seconda specie, 
fatta allora tutt' al più eccezione per un gruppo di punti 0^ pure 
di prima specie, le abbia soltanto a sinistra dei punti corri- 
spondenti. 

Allora attribuendo a dx dei valori finiti qualunque anche nei 
punti d'indeterminazione, si formerà una funzione nell'intervallo 
(a, p) atta alla integrazione (§. 187. 4.**), e per quanto si è detto 
nel paragrafo precedente si avrà : 

F(x)— F(a)= / df^ , 

per tutti i valori di a; fra a e ^ (a e p incl.), talché in questi casi 
coir integrazione della derivata dx di ¥(x) presa a destra dei punti 
X che cadono fra a e ^ (P esci.) si riproduce la funzione primitiva 
F(27) air infuori di una costante, e V integrazione si presenta allora 
come operazione inversa della derivazione. 
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In particolare dunque ricordando il teorema del §. 162 ai 
può ora asserire cbe : se F{x) è una funzione finita e contini^ che 
fra a e p non ha infiniti massimi e minimi e neppure li acquista 
togliendovi (o aggiungendovi) le funzioni di pritno grado ^-\-y; 
anche se fra le infinite funzioni <^x)=^F(x) — jjur — v che così si 
ottengono {la F(a?) inclus.) per ogni punto Xq ne esiste tutl^al pia 
una che in ogni intomo di Xq a destra abbia un numero infinito di 
massimi e minimi, e lo stesso accade per gli intomi di Xq a sini- 
stra, ottura se V intervallo (a, p) è uno di quelli intervalli nei quali 
le derivate di F(x) a destra e a sinistra sono sempre inferiori a 
un numero finito, queste derivate dx e d*x saranno atte alla inte- 
grazione fra a « p, e integrate fra a e x riprodurranno sempre 
la funzione primitiva all' infuori di una costante F(a), per modo 
cioè che si avrà: 

JCx Cx 

' dj^x= \ d'xdx. 

197. 1 risultati ora ottenuti sono suscettibili di una ulteriore 
estensione. Intanto osserviamo che quando le condizioni sotto cui 
i risultati stessi sussistono non sono tutte soddisfatte, restando 
però ancora F{x) una funzione finita e continua nell'intervallo 
(a, p), e che in tutti i punti x di questo intervallo (un estremo 
esci.) ammette sempre una derivata a destra (o a sinistra) deter- 
minata e finita dx^ nasce naturalmente il dubbio che i risultati 
medesimi non si mantengono esatti in generale, e che in certi 
casi la funzione dx resti ancora atta alla integrazione fra a e ^ 
senza che il suo integrale fra a e a? riproduca la funzione primi- 
tiva F(^) air infuori di una costante, e in altri casi invece la 
funzione dx^ pur conservando sempre un significato, non sia atta 
alla integrazione fra a e p. 

Il primo però di questi dubbii può completamente esser tolto, 
giacché, come appunto accennavamo, si possono estendere i risul- 
tati del paragrafo precedente, dimostrando un teorema anche più 
generale di quello che basterebbe a remuovere il dubbio indicato. 

Per questo gioveranno le osservazioni seguenti. 

Indichiamo ancora con f^x] una funzione finita e atta alla 
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integrazione fra a e p, e con F^o?) la funzione integrale, per la 
quale si ha : 

rx 

P(a?)-F(a)= / f{a))dx. 

Questa funzione F(a?) sarà finita e continua, e nei punti x ove 
f{x) è anch'essa finita e continua avrà per derivata f(x)^ mentre 
negli altri punti x gli estremi oscillatorii (§. 145) dei suoi rap- 
porti incrementali saranno compresi fra i limiti superiori e infe- 
riori dei valori che f{x) prende in intomi comunque piccoli dei 
punti stessi (§. 192). 

Ne segue che i quattro estremi oscillatorii dei rapporti incre- 
mentali di F(a?) saranno sempre finiti, e costituiranno vere e 
proprie funzioni finite di x in tutto P intervallo (a, p) quando ad 
essi vengano attribuiti valori speciali anche negli estremi a, P; e 
siccome in ogni porzione comunque piccola di questo intervallo 
(a, p) vi sono dei punti nei quali f{x) è continua, cosi in qualun- 
que porzione delP intervallo stesso vi saranno dei punti nei quali 
gli indicati estremi oscillatorii avranno un valore comune che sarà 
appunto quello di f{x) negli stessi punti. 

Ora, siccome f(x) è atta alla integrazione fra a e p, per ogni 

numero positivo e arbitrariamente piccolo a, T intervallo (a, ^) si 

' potrà scomporre in intervalli parziali S^ , S^ , . . • , 8» tali che, 

escludendone tutt'al più alcuni la cui sonuna sia inferiore a quel 

numero che più ci piace <;, in tutti gli altri le oscillazioni di f{x) 

siano inferiori a ^ ; quindi, se a è un punto qualunque di uno di 

questi ultimi intervalli 6« , i valori di f{x) nello stesso intervallo 

saranno tutti compresi fra f{a) — ^ e f{a) 4"9- 

Si aggiunge che, come al n.*" 11."" del §. 190 noi possiamo 
supporre che gli estremi degli intervalli 8^ , S^ , . . . , S» (a e p al 
più esci.) siano in punti di continuità di f{x)\ e allora senza che 
vi sia equivoco neppure negli estremi di 8«, è indubitato che gli 
estremi oscillatorii dei rapporti incrementali di ^{x) nei punti 
delP intervallo 8, ora indicato saranno anch'essi compresi fra 
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f{a) — -^ e /T(a)-|-^, e in conseguenza le loro oscillazioni in 

qaestUnteryallo saranno inferiori a o; talcbè evidentemente noi 
possiamo senz'altro asserire che questi estremi oscillatorii saranno 
atti essi pure alla integrazione fra a e^. 

Se dunque, secondo le notazioni del capitolo precedente, noi 
indichiamo questi estremi oscillatorii con X^., A«, X'a;, A'^, per 
questo, e per quanto abbiamo detto sopra, noi possiamo inferirne 

/•/p /*il? /*dC /*il/ 

(§. 190. 10.^ che gU integrali / X^ , / A^ , / X'^da? , / A'^, 

oltre ad avere tutti un significato, hanno anche un valore comune 

rx 
che è precisamente quello dell'integrale / f{x)dx^ o F(a;)-F(a); 

dunque noi possiamo intanto concludere in generale che: se pd 
valori di x fra a e p una funzione finita e continua Y{x) proviene 
aU' infuori di una costante daUHntegrare una funzione f{x) che 
fra a e^ è sempre finita e atta alla integrazione, gli estremi oscil- 
latorii Xjp, Aaj, X'aj, A'aj dei suoi rapporti incrementali, oUre essere 
finiti, saranno atti alla integrazione, e integrati fra a e x ripro- 
durranno tutti la funzione primitiva F(./7) aW infuori di una 
costante F(a), 2?er modo cioè che si avrà: 

Jcx rx cx cx rx 

\ f{x)dx= / X«(to= / A,4x= I rxdx= / A'xdx. 
a ^a. *^cL Jfi Ja. 

198. Il teorema ora enunciato dà una proprietà generale degli 
integrali, e costituisce la prima parte di quello cui alludevamo 
sopra. Per dimostrare ora anche la seconda, noi, senza supporre 
nulla a priori intomo al modo secondo cui la funzione finita e 
continua F(^) proviene da altre funzioni finite f{x) per tutti i 
valori di a; fra a e p, continueremo a indicare con X^, A^, X'x, e 
A!x gli estremi oscillatorii dei suoi rapporti incrementali fra a e % 
e supponendo che i loro limiti inferiori X e A per l'intervallo 
(a, p) siano finiti, ammetteremo che si sappia che uno di questi 
estremi oscillatorii, X^. p. es., costituisce una funzione atta alla 
integrazione fra a e p. 
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Con queste ipotesi, potremo ancora scomporre V intervallo 
totale (a, P) in intervalli parziali S| , S^ , . . . , 8^ tali che esclu- 
dendone alcuni la cui sonmia sia inferiore a quel numero- che più 
ci piace 6, in tutti gli altri le osciUazioni di \g siano inferiori 
a a; e allora, indicando con tr^ , ^^ , . . . , Xn^i i punti corrispon- 
denti di divisione, e supponendo a<CP, per una proprietà nota 
dei rapporti incrementali e dei loro estremi oscillatorii (§. 147), 
avremo le eguaglianze: 

F(a;,)-F(a) _ F^)-F^) 

F(a;,)-F(a?,-.) _, F(p)-F(a;,) _,' 

essendo in generale X^ un numero determinato compreso fra i 
limiti inferiori e superiori di Xa- nell' intervallo 8^ (*), e perciò 
sarà anche: 

F(p)-F(a)=|8,X. . 
Ma poiché, indicando con A, le oscillazioni di X^. nell'in- 

n 

tervallo 8^, si hay8,A,<(P — a)a+6(A — X), per un teorema noto 



TP 

\ I \edx differii 



(§. 190. 7.°) si può affermare che Tintegrale 1 'kgdx differisce 

n 

da^SA*, da F(p)— F(a) meno della quantità 2(p-a)o+2s(A-X) 
T 

(*) È degno di nota che le formolo di cui qui ci senriamo corrìsppndoBo alla 
seguente: 

F(aH-^)-F(g) _^ 
h ^*' 

ore ^A è un numero determinato oompreso fra i limiti inferiore e superiore degli 
estremi oscillatorii dei rapporti incrementali di F(x) fra a» e x-^-k; e questa comprende 
come caso particolare T altra: 

?M=?^=F'(«+e»), (o<e<i), 

che si ha quando esiste la derirata ordinaria di F(x), e può riguardarsi come la 
formola da sostituirsi a questa pel caso delle funzioni finite e continue F(x) per le 
quali la ordinaria derivata manca, o almeno si è incerti sulla esistenia o sulla 
natura di questa derirata. 
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che può sapporai arbitrariamente piccola; dunque è certo ora che 

rx 
bì atra sempre F(P)— F(a)a / Xg/Sx , e quindi, poiché invece del- 

•fa 

rinterrano (a, P) si può prendere anche una sua porzione qua- 
lunque (o^ x\ si avrà anche: 



F(a;) 






talché si ritorna così nel caso del teorema precedente, e si può 
quindi evidentemente concludere che: se una funzione ¥{x) finita 
e continua in un intervallo (a, p) è tale che in questo intervallo 
uno degli estremi oscillaJtorii 7^ dei suoi rapporti iticrementali sia 
Bempre numericamente inferiore a un numero finito e sia atto alla 
integrazione^ allora altrettanto accadrà degli altri estremi osdlla- 

Jrx rx rx 

torii A«, X'jp e A'a;, e gli integrali 1 "Kcdx^ 1 Axdx^ 1 X'do?, 
f A'todx avranno tutti un valore comune che non potrà differire 

dalla funzione primitiva F{x) altro che per una quantità costante 
F(tt), per nìodo doè che si avrà sempre: 

Jrx rx rx r.v 

' 'Kcdx= j Axdx= / XWa;= / A'^x . 
a Ja ^ a. ^ a 

199. Questo teorema estende evidentemente i risultati ottenuti 
nel §. 196 e ci dà come caso particolare T altro che dice che: se 
per una, funzione finita e continua F{x) le derivate a destra d, 
sono sempre determinate e finite nelV intervallo (a, p), e costituii 
econo una funzione atta alla integrazione fra a 6 p, l'integrale 

rx 

I dg/dx non differirà dalla funzione F(a?) altro che per una 

costante F(a); e se al tempo stesso esistono anche le derivate d\ 
di ¥(x) a sinistra, allora anch'esse saranno atte all'integrazione 



fx rx 
dafilx^ j d'a 



fra a e p, e i due integrali 1 dgjdx , / d'xdx saranno uguaU fra 
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loro e a ¥{x) — ^P(a), per modo cioè che si af>rà: 

reo rx 

F(j?)— F(a)= / d^cc= I d'^ ; 

talché può dirsi tolto pienamente il primo dei dnbbii che noi 
avevamo elevato al §. 197. 

E si può notare che questo teorema particolare continua a 
sussistere anche quando fra a e ^ esiste un gruppo di punti G di 
prima specie nei quali siamo incerti intomo alla esistenza delle 
derivate dxO d'gy pur sapendo sempre che negli intomi di questi 
punti gli estremi oscillatorii si mantengono inferiori a un numero 
finito; come si può notare altresì che in forza sempre di questo 
teorema si può affermare in particolare che i risultati del §. 197 
continuano a sussistere anche quando senza supporre nulla in- 
torno alla natura delle discontinuità di dx o d*x , si suppone sol* 
tanto che queste funzioni siano atte alla integrazione. 

200. Come abbiamo detto adunque, il primo dei dubbii che 
avevamo sollevato al principio del §. 197 può riguardarsi come 
tolto dal teorema del paragrafo precedente. 

Non così accade però del secondo dei dubbi elevati nello 
stesso paragrafo; e anzi esso può riguardarsi come giustificato o 
almeno reso molto verosimile dalle considerazioni che seguono. 

Dimostriamo perciò in generale che: se una funzione finita e 
continua F(a;), senza essere sempre costante fra a e p, presenta 
dei massimi e minimi o dei tratti d'invariabilità in qualunque 
porzione dell' intervallo (or, P), gli estremi oscillatorii dei suoi rap- 
porti incrementali non costituiranno mai funzioni aUe alla inte^ 
grazione in nessuno intervallo compreso fra a e^ che non sia un 
tratto d'invariabilità di F{x) {l'intervallo (a, p) incliés.). 

Si osservi infatti che, riferendosi p. es. alP estremo oscilla- 
torio Xsf noi possiamo limitarci a considerare il caso in cui vi 
siano almeno degli intervalli nei quali esso è finito, poiché se in 
qualunque porzione deir intervallo vi fossero dei punti nei quali 
Xe è infinito o almeno prende valori maggiori numericamente di 
qualsiasi quantità data, altrettanto accadrebbe degli altri estremi 
oscillatorii, e allora basterebbe questo (come apparili bene anch^ 
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da ciò che esporremo in seguito), perchè nessuno dei varii estre- 
mi oscillatorii potesse riguardarsi come atto air integrazione in 
intervalli presi fra a e p (*). 

Ora, ammesso pure che in un certo intervallo P estremo 
oscillatorio X^. si mantenesse sempre compreso fra numeri finiti, 
osserviamo che se (a^ , p|) è una porzione di questo intervallo, 
e non è un tratto dì invariabilità di F(jo) , quand' anche fosse 
F(a|)=F(p|) si potrebbe sempre estrame un altro intervallo (a, p') 
pel quale non si avesse F(a')=F(P'); e ora immaginando scom- 
posto questo intervallo (a|, p^) o (a', p'), p. es. quest^ ultimo, in 
intervalli parziali 8| , Sj,... , Sp coi punti di divisione ^i, ^s,..., 
^p~ii P^^ ^^ teorema noto (§.147) avremo come nel paragrafo 
precedente : 

Fix,)-Fia) F(x,)-¥{x,) ¥{?')-F(x ,_^) ^ 

e quindi sarà anche: 



F(p')-F(a')=|8.X., 



essendo in generale X« un numero determinato compreso fra il 
limite inferiore e il limite superiore dei valori di X, nell'intervallo 
5«, talché, evidentemente noi possiamo dire intanto che quando 
si prendano per X, dei valori determinati compresi fra i limiti 
inferiore e superiore dei valori di X« neir intervallo corrispondente 

8,, le sommeTStfX,, e così anche i loro limiti, riprodurranno 

sempre la differenza F(p') — F(a') , la quale per le ipotesi fatte 
sarà diversa da zero. 

Ora, ammesso p. es. che questa differenza sia positiva, si 
osserverà che siccome negli intervalli 8, la funzione F(a7) ha infi- 
niti massimi e minimi, o ha dei tratti d'invariabilità, esisteranno 

(*) Per rordine che segniamo in qnesti studii avremmo doTuto non parlare ora 
di funzioni F(x) per le quali gli estremi oscillatorii dei loro rapporti incrementali 
fossero infiniti o potessero crescere indefinitamente, riseryandosi a parlarne più oltre. 
Però, trovando utile di enunciare ora il teorema generale, mi sono permesso di deviare 
momentaneamente dall'ordine stabilito. 
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in essi anche infiniti panti x nei quali X« è negativa o nnlla; e 

quindi se nelle somme^ScX,, invece di prendere per X, i valori 

1 

determinali di cui parlavamo testé, si prenderanno sempre questi 
valori negativi o nulli, le somme stesse non potranno esser posi- 
tive e avere il limite positivo F(p') — F(a'), come dovrebbe essere 
onde XjB fosse atta alla integrazione fra a' e P'; dunque resta ora 
evidente che, sotto le attuali ipotesi, la funzione \x non sarà 
atta alla integrazione nelP intervallo (a', p'), e quindi neppure 
neir intervallo (a^, P|); e il teorema può dirsi completamente 
dimostrato. 

Come caso particolare dunque si ha di qui che: se una fun* 
eione finita e continua Y{x\ sema essere sempre eostante fra a e p, 
presenta dei massimi e minimi o dei tratti d'invariabilità in qua- 
lunque porzione delV intervallo (a, p), e al tempo stesso la st4a deri^ 
vaia ordinaria F'(x), o almeno quella a destra dx^ o quella a 
sinistra d'x^ sono sempre determinate e finite, queste derivate non 
saramio mai atte alla integrazione in nessun intervallo compreso 
fra a e ^ che non sia un tratto d'invariabilità della funzione 
(Fintet^allo (a, P) incL). 

Questo teorema particolare serve di complemento a quello 
del §. 130, e può dirsi che giustifichi il secondo dei dubbii elevati 
in principio del §. 197 o almeno che lo renda molto verosimile; 
poiché, come è certo che esistono funzioni finite e continue F{x) 
che hanno infiniti massimi e minimi in qualunque intervallo fra 
a e p e alle quali in conseguenza è applicabile il teorema generale 
enunciato sopra, così è per lo meno molto probabile (e anzi lo 
abbiamo ammesso per certo in altra occasione) che esistano anche 
alcune funzioni finite e continue F(x) che abbiano tutti questi 
massimi e minimi, e abbiano al tempo stesso la derivata ordinaria 
o almeno la derivata da una parte determinata e finita in ogni 
punto. 

201. Oli ultimi risultati, e specialmente quelli dei §§. 197 e 
198 pongono sempre più in evidenza la importanza dei rapporti 
incrementali delle funzioni e dei loro estremi oscillatorii. 

Per essi poi noi possiamo evidentemente asserire che quando 
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partendo da una funzione f{x) finita e atta alla integraadone in 

rx 
un dato intenrallo si passa alla funzione integrale / f{x)dx , gli 



estremi oscillatorii dei rapporti incrementali delP integrale (se 
non le derivate che potrebbero non esistere) riproducono la fun- 
zione data f(x)^ o alcune delle funzioni che sono finite e atte alla 
integrazione, e che integrate tornano a riprodurre la funzione 

I f{x)dx per modo da dover dire che esse non differiscono dalla 

funzione primitiva f{x) altro che per una funzione d'integrale 
nullo; e partendo invece da una funzione finita e continua F{x) 
per la quale gli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali fra 
a e p sono finiti e atti alla integrazione, se si determineranno 
questi estremi oscillatorii e si applicherà loro la integrazione si 
riprodurrà sempre la funzione primitiva F{x) all' infuori di una 
costante; talché in questi casi, e astrazione fatta dalle funzioni 
d' integrale nullo e dalle funzioni di derivata nulla (costanti), noi 
possiamo dire che le operazioni di integrazione e di ricerca degli 
estremi osciUatorii vengono ad essere operazioni inverse, 

E cosi generalizzando ora quanto dicemmo al §. 194 noi 
possiamo affermare che avendo una funzione f{x) finita e atta alla 
integrazione fra a e p, se si troverà con un processo qualunque 
una funzione finita e continua ^{x) per la quale le derivate a 
destra o a sinistra o gli estremi oscillatorii dei suoi rapporti in- 
crementali siano uguali a f{x)^ o ne differiscano soltanto per una 
funzione di integrale nullo, allora la funzione F(^) non differirà 

XX 
f(x)dx altro che per una costante, per modo che 
rx 

si avrà F(a?)— F(a) = / f{x)dx , ec. . . 

202. Merita poi di essere notato che in forza dei risultati 
precedenti si potrà anche affermare che quando uno degli estremi 
oscillatorii dei rapporti incrementali di una funzione è sempre 
finito e atto alla integrazione fra a e ^^ la quantità A,. — l^ che 
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chiamammo oscillazione derivatoria destra di f{x) (§. 145), e coA 
l'altra A', — \'x che chiamammo oscillazione derivatoria sinistra, 
come anche le differenze Ax — A'^», X, — X'« sono tutte funzioni 
d'integrale nullo in qualunque porzione deW intervallo (a, p). 

Similmente: se per la funzione Y(x) le derivate a destra dx 
e quelle a sinistra d'x f oUre ad essere sempre determinate e finite, 
sono atte alla integrazione fra a e p, Za loro differenza dx — d'x 
costituirà una funzione d'integrale nullo; talché ricordando che col 
principio della condensazione della sigolarità si possono costruire 
funzioni (come p. es. la prima del §. 116) che senza anmiettere 
sempre la derivata ordinaria hanno però sempre una derivata a 
destra e una derivata a sinistra determinate e finite e atte alla 
integrazione in qualunque intervallo finito, resta ora evidente che 
il principio della condensazione delle singolarità può anche servire 
a costruire infinite funzioni d'integrale nuUo in qu>alsiasi intervallo 
finito; e si possono così avere facilmente esempii speciali di queste 
funzioni, la cui esistenza del resto risulta già chiaramente da 
quanto si disse al §. 190. 12.'' 

203. Aggiungiamo che dai teoremi dimostrati apparisce anche 
una generalizzazione di quello del §. 152, poiché si può ora affer- 
mare che: se F{x) e ^(po) sono due funzioni che fra a e ^ sono 
finite e continue e in ogni punto di questo intervallo le loro derivate 
prese da una stessa parte, che però può non essere la stessa per le 
due funzioni, sono determinate e finite e sono atte alla integrazione, 
e in qualunque porzione comunque piccola dell'intervallo (a, p) 
esistono sempre dei punti nei quali queste derivate sono uguali, 
allora le due funzioni date F(j?) e ^{x) saranno uguali o diffe* 
riranno Vuna dall' altra per una costante, giacché se d^ e d^ sono 
le indicate derivate di F(a;) e ^ix\ pel teorema del §. 199 avremo: 

rx rx 

F(a;)-F(a)= / d^dx^ 9(^)-?(a)= / djda?, e per essere (§.190. IO.'*) 



fx rx 

d^dxsss I d^ 



da?, sarà anche F(a?)— ^(a;)=cost. 



204. Dimostriamo ora il seguente teorema che riesce utile in 
molti casi. 
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Se, essendo f(x) una funzione di x finita e atta alla inte- 
grazione nell'intervallo (a, p) (a<;p, o anche a>p), V integrale 

rx 

j f{x)dx per ogni valore di x fra a « p (a e p indus.) è sempre 
coìnpreso fra due numeri ae A{a e A esd.)^ in modo che si ha: 

(8) a<f'f(x)dx<A; 

e se fp(x) è un altra funzione di x nello stesso intervallo (a, p) che 
è sempre finita e che col variare di x da a a^ non va mai cre- 
scendo e non diviene mai negativa, allora la funzione f{^yf{x) sarà 

pure atta alla integrazione fra a e ^, e l'integrale j f{x)^{x)dx 

sarà sempre compreso fra i numeri a <p(a) e Ay(a) {questi limili 
escl,)^ per modo cioè che si avrà: 

c*x 

(9) a^(a) < / f{asy^x)Ax<k!^6) , 

per ttUti i valori di x fra a e p (a 6 p incL), 

Si osservi infatti dapprima che le condizioni poste per fp(x) 
portano (§. 187. 6.°) che essa sia atta alia integrazione definita 
fra a e p, e perciò anche fra a e ^ per tntti i valori di a; fra a e p 
(a e p incl.). 

Si dedurrà da ciò che lo stesso accade (§. 190. S.*") della 
funzione f(x)f[x)j e che supponendo scomposto V intervallo da a 
a a; in intervalli parziali S| , S^ , . . . , Smi e indicando con fg e f« 
dei valori compresi fra i limiti inferiori e superiori di f(x) e ^(x) 
nelP intervallo S«, si ha: 

*x 
I /(^M^)da7=Um2S./'.y, ; 

talché, pel teorema di Abel dato al §. 89, si può dire intanto che, 
per dimostrare la proprietà enunciata sopra, basterà far vedere 
che per ogni valore di a? fra a e p (a e p incl.) esiste un numero 
speciale differente da zero e positivo e tale che per tutti i valori 



•/flt 
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n 

delle 8, inferiori ad e le sommey^,/', pei valori di fi! non supe- 
riori al valore corrispondente di n siano sempre tutte comprese 
fra a e A (questi limiti esci.). nx 

Per questo, osserviamo che siccome l'integrale / f{x)dx è 

una funzione finita e continua di a? fra a e p, la differenza 






A — 1 f(x)dz per un valore determinato di a? fira a e p prenderà 

effettivamente il suo valore minimo a; quindi, per le ipotesi fatte, 
questo numero a sarà differente da zero e positivo, e siccome la 
funzione f{x) è atta alla integrazione fra a e p, esisterà un numero 
positivo e tale che per tutti i sistemi di valori delle 84, S^, . ., Sn 

inferiori ad e si abbiaci 8,D,<;;-- , essendo D, le oscillazioni di 

T 4 

f(x) negli intervalli 8, . 

Ma, per quanto si disse al §. 190. 8."*, se Si è uno qualunque 

degli intervalli 8| , S^ , . . . , S» che così si hanno, sarà in valore 

assoluto: 

•a+28. 



/•a+28, 
^ifi+^fi+'--+Sifi- f{x)di 



quindi, poiché, in forza delle condizioni poste sopra, qualunque 

sia il punto a;' fra a e p in cui viene a cadere il punto a-j-^ 8« , 

i+iSs 
P integrale / f{x)dx non supera mai il numero A — a, si può in- 



j / f{x)dx 



tanto asserire che quando le S|, 82,..., 8» saranno tutte inferiori 
ad 8 le varie somme 8|^| , S/i+S^/j , . . . , 8|/i-|"^j/j4- • • +5«/< 

non supereranno mai la quantità A — ^ . 

In simil modo si vede che se a^ à il minimo valore della 

rx 
differenza / f{x)dx — a pei varìi valori di a? fra a e p, le somme 

suindicate, quando le 84 , 8^ , . . • 8n saranno tutte inferiori a un 
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dato numero positivo e|, non potranno mai essere inferiori alla 

quantità a+ -^ ; quindi, pel teorema di Abel ricordato sopra, le 

n rx 

9ommeT5«/cf t che conducono al valore dell' integrale / f{x)f(x)dx 
T Ja 

saranno sempre comprese fra le due quantità (a4"^)7(^) ® 

(A — -T J7(a), e lo stesso accadrà anche del loro limite; talché il 

teorema enunciato può dirsi ora completamente dimostrato. 

Farò notare che anche se ^ (r) è discontinua nel punto a , 
nel teorema precedente a f (a) si potrà sempre sostituire 7(a>f-0) 
o ff{a — 0) secondochè a<CP o a}>p ; giacché, per le ipotesi fatte, 
la quantità ?^(a+0) per a<3 e Taltra y(a — 0) per a^-p ha un 



rx 

< / A^) 



significato (§. 25), e P integrale / f{x)ff(x)dx ha sempre lo stesso 

valore anche quando pel valore di ^{x) nel punto a si prende 
y(a+0) o f(a — 0) invece di ^(a). 

205. Quando la funzione ^(x) invece di soddisfare alla condi- 
zione di non andare mai crescendo da a a p, soddisfa alPaltra dì 
non andare mai decrescendo, quand'anche resti sempre positiva, 
il teorema precedente cessa talvolta di sussistere. 

Però in questo caso, e anche più generalmente quando ff(x) 
da aa^ non va mai decrescendo, potendo anche essere negativa, e 
pei valori di x fra a e p (a e p inclus.) si hanno ancora le disegua- 
gliantfe (8), allora per gli stessi valori di x sarà sempre: 

(10) Ay(a)-9(p) (A-a)< / /l[%(^)da?<a?(a)+y(P) (A-a) , 
ovvero: 

(11) a^)-A}9(P)-?(a)}< / f(xyfix)dx<k<f(?)-a\f(St)-^ia)\ 

quando f{x) è positivo o nulla; e sarà invece: 
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(1 2) Ay(a) < ff{x):f(x)dx < a^(a) , 

quando <p(p) è negativo o nuUo. 

Si osservi infatti che sotto le attuali ipotesi la differenza 
7 (p)~7(./;) fra a e p non sarà mai negativa, né sarà mai crescente, 
e quindi applicando la formola (9) si avrà P altra: 

Aa^)S?(P)-?(«)S<?^<AJ?(p)-?(«)l , 



ovvero: 



A?(a)-(F(p) A- / A^)^^ < / fi^)f{^)dx<a^f{a)+M / f(x)dx-a 

e da questa valendosi della (8) nel caso di f (P) positivo o zero 
si trova subito la (10) e quindi anche la (11), e nel caso di ^(P) 
negativo o zero si ha subito evidentemente la (12). 

206. Oltre a ciò poi è facile vedere che: se per tutti i valori 
di X fra a e p (a e ^ incL) si ha in valore assoluto: 



*x 
(13) / f{x)dx<k , 



•/a 



e (p(x) da a a p non è mai decrescente né negativa, allora, sempre 
in valore assoluto, si avrà anche: 

Jrx 
^ f(x)^(x)dx<:2A^i^); 
a 

giacché se si osserva che ora può applicarsi la (10) col supporvi 

a = — A , si vede subito che il valore assoluto delP integrale 

ex 

I f\x)^{x)dx viene ad essere inferiore a 2Ay(P) — Af (a) e quindi 

anche a 2Af(p). 

207. Di qui dunque si può anche concludere più in generale 
che: se pei valori di x fra a e p (a e p inclus.) si avrà, sempre in 
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/•a? 



valore assoluto, j f{x)dx<^A; e se la funzione tf{x) fra a e p, 

oUre a non cangiar di segno un numero infinito di volte, non 
farà neppure un numero infinito di osciUazioni, per modo cioè che 
l'intervallo (a, P) si possa scomporre in un numero finito p d'in-* 
tervaUi (a, p^), (p| , P^) , . . . {?p-i f P) tedi che in ciascuno di essi 
separatamente la funzione stessa (p{x) abbia sempre lo stesso segno 
e non vada mai crescendo o non vada mai decrescendo mentre x 
passa da un estremo dell' intervallo all'altro, allora si avrà, sempre 
in valore assoluto i 

rx 
(15) ì f{xyf(x)dx<2pkff^, 

essendo tpQ il limite superiore -dei valori assoluti di (p{x) fra a e ^. 

208. Quando poi la funzione ^(x) fra a e p abbia un numero 

infinito di massimi e minimi allora i teoremi precedenti non sono 

più applicabili, e il più spesso per avere dei limiti fra i quali 



Jrx 
a 



P integrale / f{x)^{x)dx è compreso conviene seguire processi 

speciali dipendenti dalla natura delle funzioni f(^x) e ^(x). 

Nel caso però in cui la funzione ^{x) è continua da a a p 
ed è una di quelle funzioni che noi chiamammo di prima specie 
(§. 134), allora, quand'anche fra a e p essa abbia un numero infi- 
nito di massimi e minimi, indicando con [x^-|-v una funzione di 
primo grado convenientemente scelta, si potrà formare una fun- 
zione f{x) — [la? — V che sia sempre positiva e sempre crescente 
o sempre decrescente da a a P; e quindi applicando le formole 

rx 

precedenti all'integrale / {f{x) — [u: — vìf{x)dx potremo ancora 

•^a rx 

ottenere dei limiti inferiori o superiori dell'integrale / f{x)f{x)dx. 

In particolare, se il limite superiore A dei valori dei rapporti 
incrementali di f (a?) fra a e p è finito, e a<p, prendendo (t^A 
la funzione ^{x)"^-"^ non andrà mai crescendo da a a p (§. 172); 
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e determinando poi convenientemente il v si potrà anche fare in 

modo che essa sia sempre positiva; talché allora sé per tutti i 
valori di ^ fra a e p si avrà : 

mdx<A. , 

per il teorema del §. 204 si troverà subito che: 

rx 
a|9(a)— |j.a— V } < / {(p(:r)— {lir-v } /1(a:)d:r<A|y(a)— |ta— v} , 

ovvero: 

(tu?+v)/(ip)*r< / f{xyp{x)dx< 



rx 
<A { 7(a)— jia-v I + / {\LX+>/)f{x)dx , 






e si avranno intanto così due limiti fra i quali l'integrale 

f(x)f{x)dx si mantiene sempre compreso finché x trovasi fra 
a 

a e p (a e p incl.). 

Questi limiti però possono ridursi più semplici. Si osservi 

per questo che, quando si ha Ia.(16), la formola (10), col farvi 

<2j(.r)=a?, per P>:0 ci dà la seguente: 

rx 

Aa— p(A— a)< / a:/(a?)daJ<aa+p(A— a) 
mentre la (12) per p^O ci dà invece 1^ altra: 



rx 

Aa< / xf{x)dx<^aa ; 



e ora valendosi di queste formole e della (16), colP osservare che 
il numero A (e quindi (i) può sempre supporsi positivo o nullo, 
perché altrimenti f{x) sarebbe già decrescente da a a p, e allora 
si avrebbe subito la formola (9), e il numero v può sempre sup- 
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poni negativo o nullo, altrimenti non sarebbe neppure necessario 
di inbrodnrìo in calcolo, si vedrà subito che la formola (17) per 
P^O si può ridurre sempre alP altra : 

(18) af(a)- { H.(p-«)-v | (A-a)< / fix]f{x)dx<Af{a)- 

+ {KP-«)-v|(A-a). 
® po^ P^O si riduce invece all'altra: 



•/a 



(19) a<p(a)+(|wc+v) (A-a)</ /1(a;)9(a?)da;<A9(a)-(|wc+v)(A-a); 

e queste danno appunto due limiti assai semplici fra i quali è 

f{x)tf{x)dx per tutti i valori 

E da notare che quando si conosca il numero A, potremo 
prendere |t=A; e allora siccome la funzione ^{x) — \x — v non 
andrà mai crescendo da a a p, onde non sia negativa basterà 
prendere v in modo che sia ^(P) — Ap — v>0 ; e quindi potremo 
sempre prendere v=y(P) — Ap tutte le volte che y(P) — Ap è 
negativo o nullo. 

209. Invece poi delle formolo (18) e (19), quando (come già 
abbiamo detto poter sempre supporre) il (i è positivo, se ne possono 
avere anche altre che torneranno spesso più comode. 

Si osservi infatti che se a<CP e (i è positivo, la funzione (irr-j-v 
da a a p è sempre crescente, e quindi pel teorema del §. 205, se 
|JiP+v^O si avrà: 

A(|i/x+v)-(|jip+v)(A-a)< / (tuH-v)/(a?)(to<a(|ia+v)+(tiP+v) (A-a) ; 
e se |ip-|-v^O si avrà : 

AOiA+vX / (|i^+v)/^«)^<a(|wi+v) 1 
•'a 

e quindi sostituendo nella (17), pel caso di (ip-f-^^O ^ troverà la 
formola: 
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rx 



(20) ay(a)-p.(p-a)(A-a)</ A%(^)da:<A?(a)+{*<P-a)(A-^); 
e pel caso di t^-f-v^O si ayrà invece Paltra: 

(21) ay(a)+(|ta+v) (A-a)< / A^M^)^<AT(a)-(|ia-h) (A-a), 

che concorda colla (19); e queste sono le formolo che volevamo 
trovare. 

Osservando poi che insieme a fi^A deve essere 
f (P)— (|iP+v)^0, si vede subito che quando ^p) è negativo o 
nullo, tiP4~v deve essere pure negativo o deve essere uguale a 
zero e basta prendere v=7(P) — |JiP; talché allora dalla (21) si ha 
laformola: 



~a)< / /ti 



(22) a?(a)-k(P-a) -?(p) (A-a)< / f{x)<f(x}dx<kf{a)+ 



+ JKP-«)-T(P)l(A-a), 



che vale perciò quando ^(p) è negativo o nullo. 

Invece se 7(P)>0, il v può intendersi preso in modo che 
anche (ip-|-v sia positivo, e allora si avrà la (20); talché noi pos- 
siamo dire di potere sempre applicare le formolo (20) o (22) 
secondochè ^(P) è positivo o negativo respettivamente . In tutte 
queste formolo poi |t è un numero qualunque non inferiore a A, 
e potrà sempre esser preso |i;=A. 

210. In modo simile si tratta il caso in cui essendo finito il 
limite inferiore X dei rapporti incrementali di f{x) fra a e p, 
si vuole introdurre in calcolo questo limite X. 

Del resto poi volendo trovare alcune formolo relative a que- 
sto caso si può osservare che se la funzione f(x) fra a e p ha 
efiFettivamente come supponiamo, un numero finito o infinito di 
massimi e minimi, il X sarà negativo; e se invece della funzione 
(p{x) prenderemo a considerare la funzione f^=^ — ^(a;), il limite 
superiore dei suoi rapporti incrementali sarà — X, e a questa fun- 
zione 7 |(a?) potremo applicare le formolo precedenti, e in parti- 
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colare le (20) e (22), intendendo però allora che |i sia un numero 
non inferiore a — X, e ponendo ^i o — © al posto di y. 

Cambiando dunque in queste formole 9 in — 9, e (i in — ji, 
coir intendere ora che |tf sia negativo e non superiore a X, si 
troveranno subito le formole seguenti: 

(23) Ay(a)+ii,(p-a)(A.-a)< / A%Wd*<OT(«)-[t,(p-«) (A-o). 

«/a 

(24) A?(a)+j^,(P-a)-9(p)j(A-a)<^^x)7(ar)(te<a^(a)- 

- j{t,(P-a)-T(P)j(A-a) 

la prima delle quali vale quando <p{^)^0 e la seconda quando 
f (P)^0 ; e ili queste formole, che evidentemente sono relative al 
caso che ora volevamo considerare, il (i^ è un numero qualunque 
non superiore a X, e si può prendere sempre (i|=X. 

In tutti questi casi poi si può notare che se ^{x) ammette 
una derivata determinata e finita f{x) fra a e p, X e A sono 
respettivamente ì limiti inferiore e superiore di questa derivata 
pei valori di x compresi nello stesso intervallo; e questo fa sì che 
le formole precedenti, che allora sono evidentemente applicabili, 
potranno tornare utilissime anche nei casi ordinari pel calcolo 
approssimato degli integrali definiti. 

211. Tornando ora a considerare i casi in cui rp(x) fra a e ^ 
non va mai crescendo non va mai decrescendo, si possono 
otteneré^^ altri risultati importantissimi per mezzo del teorema 
del §. 204. 

Si osservi perciò che quando da a a ^ (<^<^P o anche a^p) 
la funzione ^(x) non va mai crescendo e non è mai negativa, per 
Papplicazione della formola (9) basta che a e A siano respettiva- 
mente inferiori superiori tanto poco quanto si vuole al mininlt) o 

al massimo dei valori delP integrale / f{x)dx per x compreso fra 

a e p (a e p inclus.); e quindi semeM sono questi valori massimi 
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rx 

ì f{x)dx, 



e minimi détto stesso integrale I f(x)dx , sempre nella ipotesi che 

da a a^la funzione ^x) non sia mai negativa e non vada mai 
crescendo, si avrà: 






(25) mf(a)^ / f{x)f(x)dx<:ii^a) , 

e in questa diseguaglianza a ^(a) si potrà anche sostituire ^a+0) 
9(a — 0) secondochè a<CP o a>p . 

212. Segue da ciò che, sotto la ipotesi che da a a P la 
funzione (p{x) non vada crescendo e non cangi mai di segno, 

1 rp 

il rapporto —r-r j f(x)^(x)dx è compreso fra il minimo m e il 



•/a 



massimo M dei valori che prende T integrale / f(x)dx quando x 

varia da a a ^ (a e p incl.); e quindi, osservando che quesV ultimo 
integrale, per essere una funzione continua di a? fra a e p, prende 
effettivameìite tutti i valori compresi fra il suo minimo e il suo 
massimo, si conclude anche che se f(x) è finita e atta atta integre^ 
zione nell'intervallo (a, ^\ e da a a^ (p{x) non è mai negativa e 
non va mai crescendo, si avrà: 



1 rp r^' 



essendo x' un valore determinato di x fra a e^ (a e^ indus)^ 

ovvero: 

rP ra+GCp-a) 

(26) / f{x)^x)dx=ff(9) I f{x)dx , 

Ja Ja 

essendo un numero determinato compreso fra e 1 (guesti limiti 

inclusi). 

Nel caso poi che da a a p la funzione ff(x) senza cangiar mai 

di segno non vada mai decrescendo, si osserverà che, siccome 

allora P integrale I A^ìfi^)^ ^^ ^ <^^o delF integrale prece- 
dente, si avrà : *^P 
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ove x' è un numero compreso fra a e ^ (a e ^ incl.)i e si conclu- 
derò perciò che in questo caso si ha: 







(27) / f{x)^x)dx 



con 9| compreso fra e 1 (0 e 1 incl.); talché si può ora asserire 
che, quando da a a ^ la funzione (p{x) non cangia mai di segno e 
varia sempre in un senso o si mantiene costante, si avrò la for- 
mola (26) o la (27) secondochè da a a p la stessa ^{x) in valore 
assoluto non va mai crescendo o non va mai decrescendo. 

Si deve poi notare che nella formola (26) a ^(a) può anche 
sostituirsi y(a+0) o y(a — 0) secondochè a<5 o a[>p, e nella 

(27) a f(p) si può sostituire y(P — 0) o y(p+0) secondochè a<lP o 
a>P; come si deve pure notare che queste formole (26) e (27) 
hanno una certa analogia colla formola (6) del §.190; però men- 
tre in questa ultima, delle due funzioni f{x) e tp{x) , quella che 
resta sotto Pultimo integrale deve avere sempre Io stesso segno 
nel corso della integrazione e P altra funzione può anche avere 
un numero infinito di oscillazioni, nelle formole (26) e (27) invece 
delle due funzioni f{x) e (p{x) quella che resta sotto T ultimo 
integrale può anche avere un numero infinito di cangiamenti di 
segno, o di oscillazioni, e Taltra funzione non deve fare alcuna 
oscillazione e conservare sempre lo stesso segno. 

213. 1 risultati precedenti conducono ad una formola dovuta a 

Weierstrass che, senza porre alcuna limitazione rispetto al segno 

di ff(x) fra a e p, comprende ad un tempo il caso in cui ^{x) da 

a a p non va mai crescendo e quello in cui non va mai decrescendo. 

Questa formola è la seguente: 

TP ra+9(P-a) /-p 

(28) / f{x)fix)dx=f{a) / f(x)dx + ^(p) / f{x)dx , 
^a ^a ^a+0(p-a) 

e noi per dimostrarla considereremo separatamente il caso in cui 
la funzione (p{x) da a a p non va mai decrescendo e quello in cui 
non va mai crescendo. 
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Nel primo caso osserveremo che, siccome la fanzione ^)--^^) 
col passare di a? da a a p non yà mai crescendo, e non è mai 
negativa, per la formola (26) si avrà: 

fm I f (P)-9(^) } dx= \ ?(p)-9(a) 1 fmàx , 

essendo os' un valore compreso fra a e p (a e ^ inclus.); e di qui 
si dedurrà subito la formola: 

Ja Ja Ja Ja 

rP p' rP . 

che evidentemente, coli' osservare che / = / + / si riduce 
quella di Weierstrass. *^^ *^^ ^^* 

Nel secondo caso poi si osserverà che la funzione ^(a) — 9(0;) 
col passare di ;r da a a p non va mai decrescendo e non è mai 
negativa, e quindi applicando la formola (27), anche applicando 
la formola (28) col sostituirvi ^(a) — ^{oS) invece di y(ir), pel qual 
caso la formola (28) stessa può dirsi già dimostrata, si troverà: 

/ K^) 1 9(a)-?(^) I àx= \ ?(a)-9(P) ! / A^)^^ 1 
Ja Jx' 

con x' compreso fra a e p (a e p inclus.); e di qui si dedurrà 
subito la formola: 

f f(x)fix)dx=f{a) f f{x)dx- fia) f f(x)dx-{-f(?) ff{x)dx , 
Ja Ja Jx' Jx 

che si riduce pure alla formola di Weierstrass, la quale resta così 
dimostrata in tutti i casi. 

A f (a) poi e a f (P) anche nella formola di Weierstrass po- 
tremo sempre sostituire le quantità ^(a+O) e ^(P — 0), o le altre 
y(a — 0) e (p(^-\ 0), secondochè a<^^ o a<!p. 

214.. La formola di Weierstrass suppone come abbiamo detto 
che la funzione 9(0;) col passare di a; da a a p resti costante o 
varii sempre in un senso. Quando invece questa funzione ^x) 
da a a p facesse un numero finito di oscillazioni, in modo cioè 



» 
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che r intervallo (a, p) bì scomponesse in p intervalli (a|, P|), 
(Pi 9 Ps)i • • • 1 (Pp-ii P) ^^ ciascuno dei quali la funzione ^x) non 
facesse oscillazioni, e fosse continua almeno nei punti Pi, ^, . . • Pp— ^ 
allora siccome per la formola di Weierstrass si ayrebbero le 
seguenti: 

/ fÌx)9{^)d^=?{^) 'ffl^)àx+^,) / flx)dx , 
f%)f{x)dx=:p{^,) / nx)dx+fp{^ fmdx , 

/•p r^P TP 

/ A%(^)*»^=?(Pp-i) / A^)d^+?{?) / /(«)^ , 

-^Pp-i -^Pp-i -^^p 

ove ^i , ^2 f . . • I ^p sono valori compresi negli intervalli suindicati 
relativi a ciascuna oscillazione (gli est. incl.), si conclude subito 
che invece della (28) si avrebbe T altra: 

(29) / f{x'yf[x)dx=<f{a) / flx)dx-^i) / /'(r)(ir+^) / ^x)dx-^ 

TP 
+ . . . +?(P) / fKx)ix . 

215. E nel caso infine che la funzione (p{x) fra a e p facesse 
un numero infinito di oscillazioni, ma essendo però una funzione 
sempre continua e di prima specie, allora indicando con |t un 
numero non compreso fra i limiti inferiore e superiore X e A degli 
estremi oscillatorii di f{x) fra a e p, e osservando che da a a p la 
funzione (p{x) — \lx non fa oscillazioni, per la formola di Weier- 
strass si vede subito che si avrà: 

rp rx, p rp 

/ f{x)^(oo)dx=tp(a) I fix)dx-\'f{i^) 1 f{x)dx-\-\i. 1 xf(x)dx— 



pi TP 

— {ia / f{x)dx-^^ I f{x)dx^ 



ove x^ è un numero compreso fra a e p (a e p inclus.) ; e siccome, 
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sempre per la stessa formola, si ha: 

TP p2 TP 

/ xf{x)dx=a / /(a?)(?a;+p / f{x)dx , 

ove iTg è un nuovo numero compreso fra a e p (a e p pure incL), 
si conclude subito che nel caso ddle funzioni f(x) di prima specie, 
per ogni valore di |i non compreso fra i limiti inferiori e supe- 
riori degli estremi oscillatorii X e A della stessa rp{x) (|i=X o 
\L=A incl.) si avrà la formala segicente: 

(30) 1 Ax)^{x)dx^^(p) fflx)dx+f(?) ì Ax)dx-^{^^a) f%)dx, 

essendo x^ e x^ due numeri determinati compresi fra a e p (a e p 
incL)^ il secondo dei quali x^.può anche talvolta essere uguale al 
primo ina nmi dipende affatto dal valore che si prende per (i. 
216. In tutto ciò che precede abbiamo supposto che la fun- 

zione f(x) che comparisce nel? integrale 1 f{x)dx fosse sempre 

finita fra a e p. Ora supponiamo invece che f{x) divenga infinita 
a uno a tutti e due i limiti a e p, o per alcuni valori di x fra 
a e P; intendendo per ora con ciò di comprendere tanto il caso in 
cui in questi punti f{x) è efiFettivamente infinita, qualunque siano 
del resto i valori che essa ha nei loro intorni, come anche il caso 
in cui colP avvicinarsi indefinitamente di x agli stessi punti da 
una da tutte e due le parti la funzione finisce per prendere 
anche valori numericamente maggiori di qualunque quantità data 
(§. 26), qualunque sia del resto il valore che la funzione stessa 
ha in quei punti; per modo che talvolta accadrà che un punto 
determinato x considerato come appartenente soltanto a uno dei 
suoi intorni a destra o a sinistra p. es. a quello a destra, figuri 
come un punto d^ infinito di f{x\ mentre non figura più come 
tale quando si considera come appartenente soltanto alP intomo a 
sinistra. 

X)ra, ammettendo che la funzione f{x) sia ancora atta alla 
integrazione in tutti gli intervalli nei quali è sempre finita, se 
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essa dÌTerrà infinita soltanto per uno dei limiti p. es. per 

(a p. es. <!P)9 indicando con e una quantità differente da zero 

ma arbitrariamente piccola e positiva, si considererà Pint^prale 

rp rP-« 

/ f(x)dx come il limite dell' integrale 1 f{x)dx per 6=0 ; e se 
•/a •/a 

fica) diviene infinita a tutti e due i limiti a e p soltanto, o in un 

numero finito di punti fra a e p (a e p p. es. esci.) si considererà 

V integrale / f{x)dx come il limite respettiramente delP integrale 



'integrale / f{x)d 
/ f{x)dx^ o 



della somma: 

/•a^-8| r^H—H rP _ 

/ f{x)dx+ / f{x)dx+....-{^ / f{x)dx , 

quando le quantità e e e', o le e^ , e^ , • . . e^ e le t'i , e'g , . . . e', 
tendono a zero per yalori positivi secondo una legge qualunque^ 
e la funzione i\x) si considererà come atta alla integrazUme 
definita fra a e p soltanto nel caso in cui la quantità di cui si 
ha da cercare il limite abbia un limite determinato e finito. Invece 

l'integrale stesso / f{x)dx sarà infinito se ano o più d^li inte- 
rza 

grali che figurano nella quantità di cui si ha da cercare il limite 

tenderanno alP infinito nello stesso senso, e gli altri avranno 

limiti determinati e finiti, o almeno si comporteranno in modo 

che nessuno di essi abbia per limite l'infinito o prenda valori 

infinitamente grandi e di segno opposto a quello degli integrali 

infiniti; e sarà invece indeterminato in tutti gli altri casi. 

217. Nel caso poi che f{x) divenga infinita fra a e p (a<P) 

in un numero infinito di punti che costituiscano un gruppo di 

prima specie e del prim' ordine, allora indicando con a^ , o^,.. . a. 

i punti del gruppo derivato G' presi in ordine crescente, e supposti 

p. es. tutti intemi all'intervallo (a, p), e ritenendo che la funzione 

f{x) sia atta alla integrazione in tutti quelli intervalli che non 

comprendono i punti a|, 04,. •• Om (e che contengono quindi 
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soltanto un numero finito di punti di G), si definirà T integrale 

:)dx col dire che esso è il limite della somma: 



•/a 



' f{x)dx+ / A«)^+ • • •+ / A»'»)^ 



quando le e e e' sono quantità positive che tendono a zero con 
una legge qualunque. 

Nel caso poi che f{x) divenga infinita fra a e ^ in un grappo 
6 di punti di prima specie e di second^ ordine, indicando allora 
con a^ , OC) , • • • Offi i punti del secondo gruppo derivato G'' in 
ordine crescente, e ritenendo al solito che la funzione f(x) sia atta 
alla integrazione in tutti quelli intervalli che non comprendono i 
punti ttf , «2 9 • • • ^ (fi che contengono quindi soltanto dei punti 
di G che appartengono a gruppi del prim' ordine) , si definirà 

TP 

r integrale / f(x)dx col dire che esso è il limite della somma: 

/ f(x)dx-\' I f{x)dx-\'. • • + / f{oo)dx , 

quando le s e s' sono quantità positive che tendono a zero; e in 
modo simile si definirà successivamente T integrale stesso quando 
f{x) divenga infinito fra a e ^ in un gruppo di punti di prima 
specie e degli ordini «S% 4%..., v''; talché non resta ora che il 
caso in cui f{x) divenga infinita in un gruppo di punti di seconda 
specie fra a e p, il qual caso però non merita di essere conside- 
rato, e s^ intenderà perciò sempre escluso. 

Per abbreviare le notazioni, d^ora innanzi per rappresentare 
una somma d^ integrali relativi alla stessa funzione, come p. es, 
la sonmia: 

\f{x)dx+ Ax)dx + ...+ f{x)dx 
useremo il simbolo: 






— 302 — 

218. Definiti gli integrali anche nei casi ora indicati in ciii la 
funzione f{x) diviene infinita fra a e p, non si può lasciare di 
osservare che quando questa funzione f(x) sia effettivamente infi- 
nita in un numero finito di punti deir intervallo (a, p) o in un 
gruppo qualunque di punti di prima specie senza però che il suo 
valore numerico vada mai crescendo oltre ogni limite quando ci 
si avvicina indefinitamente da una parte o dalP altra ai punii 
stessi a^ , a^ , . . . nei quali è infinita {infiniti isolati\ allora con- 
siderando successivamente il caso in cui questi punti a^ , o^ , . . . 
sono in numero finito e quello in cui essi costituiscono un gruppo 
di prima specie e degli ordini 1", 2", 3% .... respetti vamente, si 
troverà subito, per la definizione, che il valore delP integrale 

/ f{x)dx sarà quello stesso che si avrebbe quando in quei punti 
Ja 

^i 9 ^2 9 * • • 1^ funzione f{x) avesse valori finiti qualunque; talché 

noi potremo sempre escludere dalle nostre considerazioni questo 

genere d'infiniti che in sostanza il più di sovente, nou sono altro 

che discontinuità di quelle che possono togliersi mutando il valore 

della funzione nei punti corrispondenti. 

Neppure poi si deve lasciare di notare che, per quanto i punti 

dei gruppi derivati di un gruppo G possano non appartenere al 

gruppo G stesso (§. 13), nel caso nostro però, per la natura dei 

punti che abbiamo detto di considerare (§. 216) come infiniti di 

f(z\ ì punti dei gruppi derivati di quello che in certi casi sarà 

formato dai punti di infinito di f(x) apparterranno tutti anche a 

questo primo gruppo, e figureranno sempre in conseguenza come 

punti d' infinito della funzione stessa f{x), 

219. Pel caso che la funzione f{x) divenisse infinita soltanto 
in un punto a intemo alP intervallo dMntegrazione (a, ^), Cauchy, 
neir ipotesi p. es. di a<CP) chiamava valore principale delPìnte- 

rp / ra--^ /-p N 

graie / f{x)dx il limite della somma [ / + / ) f{^)^ P^^ ^ 
•/a ^«^a Ja+e/ 

positivo e tendente a zero; quindi, adottando noi pure questa 

Gra-B r? \ 
f '-(- / jf{x)dx 
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può benìssimo non avere un limite determinato quando e e s' 
tendono a zero indipendentemente Tuna d^ altra, e averlo invece 
quando fra e e s' sussistono certe relazioni, e in particolare quando 
e'=s, si potrà dire evidentemente che se V integrale dato 

f f{x)dx non è determinato, il suo valore principale però può 

benissimo esserlo; e se lo stesso integrale ha un valore determi- 
nato finito infinito, il suo valore coincide sempre col valore 
principale. 

220. Lo stesso Cauchy poi, limitandosi alle funzioni f(x) che 
fra a e p (a e p incl.) divengono infinite soltanto in un numero 
infinito di punti, chiamava integrali definiti singolari, per ognuno 
dì questi punti a (supposto p. es. interno alP intervallo (a, p) ), 

l'uno e l'altro degli integrali 1 f{x)dx^ 1 f{x)dx ^ ove h^ e ij 

sono numeri fissi positivi qualunque, e s è pure positivo ma arbi- 
trariamente piccolo e tale che fra il massimo e il minimo dei 
numeri a — e, a — ik^e, a-\'k^z^ a+s non vi cada che il punto a 
di punti nei quali f{x) diviene infinita. 

Qui però modificheremo il concetto di Cauchy; e supponendo 
ancora dapprima che fra a e p la funzione f(x) divenga infinita 
soltanto in un numero finito di punti, chiameremo integrali defi- 
niti singolari per ognuno di questi punti a interni all' intervallo 

f{x)dx , / f{x)dx , ove s è un nu- 

_ —e Ja-\-8 

mero diverso da zero positivo e arbitrariamente piccolo, e S è 
un altro numero qualunque diverso da zero e positivo e inferiore 
a 6, e di più e è tale che negli intervalli (a-e , a-8), (a+8 , a+s) 
non cade nessuno dei punti nei quali f{x) diviene infinita; e nel 
caso poi che il punto a in cui f{x) diviene infinita sìa uno degli 
estremi dell'intervallo (a, p), p. es. l' estremo % si avrà ancora un 
integrale definito singolare che, se p. es. a<^p, sarà l'integrale 

/•p-8 

/ f{x)dx , ove s e S hanno i significati •tabiliti poc^ anzi. 
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Supponendo poi che la funzione f{x) divenga infinita in un 
grappo di punti 3 di prima specie e del prim* ordine, indichiamo 
con «i , OC) , . . • Om i punti del grappo derivato G' (punti-limiti 
di 3) i quali (§. 218) saranno anch^essi punti dMnfinito di 6. 

Siccome ogni punto differente da a^ , o^ , . . . cum non avrà 

intomo a sé un numero infinito di punti di 3, è chiaro che per 

ciascuno dei punti differenti da a^ , 04 , . . . Om in cui la funzione 

f{x) diviene infinita si potranno ancora formare degli integrali 

definiti singolari come quelli indicati sopra. Oltre a questi però, 

gioverà ora considerare anche per ciascuno dei punti a« uno o due 

ra,— 8, /*«,+£. 
integrali della stessa forma dei precedenti / f(x)dx , / f{x)dx 

secondochè a« sarà un estremo deir intervallo (a, ^) sarà un 
punto interno; e siccome questi ultimi integrali sono distinti 
dai precedenti, inquantochè il numero degli infiniti di fyx) che 
cadranno in uno almeno dei due intervalli dMntegrazione 
(Of — e«, a« — 8,), (at-|"^»i «#+s«) relativi agli integrali che corri- 
spondono a ttf , sebbene sempre finito, andrà crescendo indefini- 
tamente coir impiccolire sempre più di 8«, noi chiameremo questi 
nuovi integrali integrali definiti singolari del priìn' ordine, dicendo 
però allora integrali definiti singolari di ordine zero quelli consi- 
derati sopra. 

Similmente se la funzione f{x) diviene infinita in un gruppo 
di punti 3 di prima specie e del secondo ordine, e ^1 , ^2 1 • • • ?p 
sono i punti del secondo gruppo derivato 3", allora rispetto ai 
punti di 3 e a quelli del primo gruppo derivato 3' che non coin- 
cidono con P11 ^ 9 • • • 1 Pp potremo formare degli integrali definiti 
singolari del prim^ ordine e altri delPordine zero; e rispetto poi 
ai punti Pf , ^2 , • • . , pp potremo formare dei nuovi integrali defi- 
niti singolari che chiameremo di second^ ordine, come p. es. i due 



/•p.-8. fPf+e, 
J^-^ •>^p.+8. 



relativi al punto p« (supposto p. es. che p« sia 



un punto interno alP intervallo (a, p)); e col? impiccolire di 8t 
(8«<^6«), in uno almeno dei due intervalli dUntegrazione corrispon- 
denti (P»— 1«, Pf— 8,), (Pf+8,, P»+8f) vi verrà sempre a cadere 
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un numero infinito di punti di G, e vi verranno a cadere dei punti 
del gruppo derivato G' il cui numero, sebbene sempre finito, andrà 
anche crescendo indefinitamente alP impiccolire ognor più di S» . 

In modo simile si trova che se f{x) diviene infinita in un 
gruppo di punti G di prima specie e del terz'ordine, si avranno 
anche degli integrali definiti singolari del terz^ ordine; e così con- 
tinuando si vede che in generale se f{x) diviene infinita in un 
gruppo di punti G di prima specie e dell'ordine v, si avranno in- 
tegrali definiti singolari degli ordini 1**, 2°, 3**, . . . fino alFordine 
v** inclusive. 

221. Premesse queste definizioni, è facile vedere che: se una 
funzione f(x) diviene infinita fra a e^in punti a costituenti un 
gruppo finito o infinito G di prima specie, onde essa sia atta alla 
integrazione nelV intervallo (a, p), è necessario e sufficiente che 
soddisfi alle ordinarie condizioni d'integrabilità in tutti gli inter- 
valli nei quali è sempre finita, e nel tempo stesso i suoi integrali 

fa±B 
fix)dx (S<Is) abì^iano per 

limite zero cólV avvicinarsi sempre più dei loro estremi a — e, a — 5, 
e a+8, a+s ol punto singolare corrispondovte a . 

Si osservi infatti che, per quanto si disse al §. 216 e pel 
teorema del §. 22, la proprietà enunciata sussiste evidentemente 
nel caso in cui f\^x) fra a e p diviene infinita soltanto in un 
numero finito di punti; talché, onde dimostrarla in generale 
basterà far vedere che, ammesso che sussista pel caso dei gruppi 
di ordine uguale o inferiore a v — 1, essa sussisterà altresì nel 
caso che G sia un gruppo dell'ordine v . 

Ora se il gruppo G è dell'ordine v, e a, , Oj , • . . a» sono i 
punti successivi del gruppo derivato di ordine v presi in ordine 

crescente, considerando p. es. l'integrale / f(x)dx ove e,- e e,+,- 

sono positivi, s' intende subito che se esso ha un limite determi- 
nato e finito per e, e zm tendenti a zero, gli integrali definiti 



/ f{x)dx, I f{x)dx. 



singolari dell'ordine v / f(x)dx^ / f{x)dx^ ove 0<!S,<Ce;, 

20 



— 306 — 

0<8^i<Ce^+i 1 avranno per limite zero col tendere a zero di e,- e 6,+,. 

Viceversa, se ciò accade per gli integrali singolari delPordine 

V e per quelli di ordine inferiore, osservando che T integrale 

f f\x)dx à esteso a un intervallo (o^-l-ei, a^i-j-e^) nel quale 

cadono soltanto punti di gruppi di ordine inferiore a v, e tenendo 
conto della ipotesi ammessa che il teorema sia già stato ricono- 
sciuto giusto pei gruppi di ordine uguale o inferiore a v — l,,si 
vedrà subito che per ogni sistema di valori positivi di e« e ei>i 
r integrale stesso avrà sempre un valore determinato e finito. Si 
aggiunge che, in conseguenza della ipotesi che ora facciamo che 
anche gli integrali definiti singolari di ordine v abbiano per limite 
zero, le differenze fra i valori che si otterranno per T integrale 

j fyx)dx al successivo impiccolire di Si- e e^^i finiranno per esser 

sempre numericamente inferiori a quel numero che più ci piace, e 
in conseguenza col tendere a zero di e,- e Zi+y questi valori avranno 
anche un limite determinato e finito (§. 22); dunque evidente- 
mente in forza della definizione che si ha in questo caso per 

TP . . 

r integrale / f{x)dx^ si può ora asserire che se la proprietà enun- 

ciata sopra sussiste pel caso dei gruppi di ordine uguale o 
inferiore a v — 1, essa sussiste anche per quelli delP ordine v; e 
quindi la proprietà stessa può dirsi ora dimostrata in generale. 
Per brevità di linguaggio, riferendoci ai punti nei quali f(x) 
diviene infinita (o ai loro punti-limiti, che per noi del resto sono 
sempre punti dMnfinito), diremo talvolta che una funzione è atta 
alla integrazione negli intomi a destra di questi punti o in queUi 
a sinistra quando gli integrali definiti singolari corrispondenti 
avranno per limite zero coir impiccolire indefinito degli stessi 
intomi ; e così onde la funzione f(x) sia atta alla integrazione fra 
a e p sarà necessario e sufficiente che, oltre a essere atta alla inte- 
grazione negli intervalli nei quali è finita, lo sia anche negli 
intomi a destra e a sinistra dei punti nei quali essa diviene infinita. 



— 307 — 

222. Al modo stesso che nelle serie insieme alle somme di un 
numero qualunque di termini che seguono Vn^ si considera anche 
quella quantità limite che è conosciuta sotto il nome di resto della 
serie, così nel caso attuale, insieme agli integrali definiti singolari 
relativi a ogni punto singolare a , che sia p. es. interno alP inter- 
vallo, avviene talvolta di dovere considerare anche la quantità 

limite / f{x)dXj cioè T integrale esteso a un intomo arbitraria- 

•/a — 6| 
mente piccolo (a — S| , a-f-s) del punto a, il quale integrale non 

è altro che il limite della somma ( / + / ) f{x)dx per 






8|=+0 e 8=-|-0. Anche a questo integrale perciò noi daremo 
un nome speciale, chiamandolo il contributo dell'intorno di a^ e 
di un ordine determinato dalla natura del punto a; e, quando a 
sarà interno alP intervallo (a, p), lo potremo sempre spezzare in 

due integrali / f(x)dx^ 1 f{x)dx che saranno] respettivamente i 



fa ri 



contributi degli intomi a destra o a sinistra di a. 

Con queste denominazioni poi, essendo sempre f{x) una fun- 
zione che diviene infinita fra a e ^ in punti che costituiscono un 
gruppo finito infinito G di prima specie, si potrà anche asserire 
che onde essa sia atta alla integrazione fra a e ^ è necessario e 
sufficiente che soddisfi alle condizioni dMntegrabilità in tutti gli 
intervalli nei quali è finita, e che per ogni punto dMnfinito, i 
contributi relativi (dei differenti ordini) coir impiccolire indefini- 
tamente degli intorni corrispondenti, abbiano tutti per limite zero. 

Rispetto poi ai punti e dell'intervallo (a, p) che non corri- 
spondono a punti d'infinito di f(x\ occorrerà pure qualche volta 

di dovere considerare i contributi / f(x)dx relativi ai loro intorni, 

rc±B * 

come anche gli integrali / f(x)dx (0<S<;6) analoghi agli inte- 

Jc±3 

grali definiti singolari; e questi contributi, come questi ultimi 
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XC±B 
f{x)dxj evidentemente avranno per limite zero col- 

rimpiccolire indefinito degli intomi corrispondenti (e— Sj , c+e), o 
dei numeri e e S. 

223. Le considerazioni precedenti mettono in chiaro come i 
risultati !.• 2.^ 4.^ 9." 10.^ 11.^ 12.- 13.^ 14.** e 16.' del §. 190, 
continuano a sussistere anche quando tutte o alcune delle funzioni 
che vi figurano, pure restando atte alla integrazione nelP intervallo 
(a, p}, divengono infinite fra a e ^ in punti che costituiscono un 
gruppo finito o infinito G di prima specie. 

Degli altri risultati poi dello stesso §. 190, alcuni cessano 
naturaimsnte di sussistere, e altri soffrono soltanto delle eccezioni; 
però noi non ci fermeremo ora a esaminarli tutti particolarmente, 
e ci limiteremo a mostrare quali modificazioni debbano portarsi 
ai risultati 5.** 6.** 17.* 18." e 19.** quando si suppone che tutte o 
alcune delle funzioni che vi figurano, pur restando sempre atte 
alla integrazione nelP intervallo (a, P), divengono infinite in alcuni 
punti fra a e p. 

224. Premettiamo perciò l'osservazione che la prima parte 
del risultato IbJ" del §. 190 non sì estende completamente al caso 
in cui la funzione f{x), pur essendo atta alla integrazione nel- 
l'intervallo (a, p), diviene infinita in questo intervallo in punti 
costituenti un gruppo finito o infinito 6 di prima specie; per' 
modo che la condizione che la funzione f^ix) formata dai valori 
assoluti di f{x) sia atta alla integrazione fra a e p non è più una 
necessaria conseguenza dell'altra che la funzione f{x) sia atta 
alla integrazione nello stesso intervallo. 

Però se la funzione fix) sarà atta alla integrazione fra a e p, 
la funzione fi{x) dei suoi valori assoluti lo sarà pure in tutti gli 
intervalli fra a e p nei quali f{x) è finita (§. 190. 15."), talché per 
decidere se essa è atta o nò alla integrazione anche nell'inter- 
vallo totale (a, P) basterà esaminare i suoi integrali definiti sin- 
golari relativi ai varii punti d'infinito, e vedere se essi tendono 
o nò a zero coli' impiccolire indefinitamente degli intorni ad essi 
corrispondenti (§. 221), cioè basterà cercare se la funzione stessa 
ft{x) sia atta o nò alla integrazione definita negli intorni dei 
punti d'infinito di f(x). 
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Invece quando si abbia per dato cbe la funzione f^{x) dei 
valori assoluti di f{x) è atta alla integrazione nell'intervallo 
totale (a, p), onde essere sicuri che tale è pure f{x) basterà esa- 
minare se essa è atta o nò alla integrazione in tutti gli intervalli 
fra a e p nei quali è sempre finita, ciò che si farà applicando i 
teoremi generali dei §§. 184 e seg. 

225. Ciò premesso, incominciamo dalP estendere in parte il 
risultato l?.** del §. 190, dimostrando cioè che: se f{x) è una fun- 
zioìie che fra ae ^ (p. es, a<lP) non supera mai in valore assoluto 
un numero finito e positivo L ; e ^{x) è una funzione che, anche 
se diviene infinita fra a e ^ in punti costituenti un gruppo finito 
infinito G di prima specie, è atta alla integrazione neW intervallo 
(a, P), e tali sono pure il prodotto fixYfix) e la funzione yj(ar) 
dei valori assoluti di ^{x\ si avrà in valore assoluto: 

TP rP 

/ A^)?(^)^ <,^ f^ix)dx , 

rp ^ rp: 

talché in particolare se f{x)='l sarà: 1 ^{x)dx<, 1 (p^(x)dx^ 

quando (p{x) si mantiene atta alla integrazione fra a e ^ anche 
riducendola ai suoi valori assoluti. 

Ricordando infatti che questa proprietà si dimostrò già al 
§. 190. l?."* pel caso che ^(x) fosse sempre finita fra a e p, si vede 
subito che se ^(x) diviene infinita in un numero finito di punti 
ttj, Oj , . . . , a», pure fra a e p, e si ha p. es. a<Ca,<Ca^<l. •<Ca«<CPi 
sarà in valore assoluto: 

I f\xyf{^)dx :< li / ^^{x)dx <^L 9|(ir)eto , 
/ f(x)7Ìx)dx<L I (pi{x)dx<^L j (pi(x)dx, 
e perciò anche: 

( r*~'* p +'• • + / , ) A^)?(^)<to ^ L fiix)dx , 
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e quindi al limite sarà: 



TP TP ^ 



talché la proprietà enunciata può dirsi intanto dimostrata per 
tutti gli intervalli (a, P) nei quali f(x) diviene infinita in un 
numero finito di punti. 

Ammettendo ora dimostrata questa proprietà pel caso che 
(p(x) divenga infinita fra a e p in gruppi di punti dell'ordine (v-1) 
o di ordine inferiore, si passa subito al caso dei gruppi di punti 
di ordine v, giacche se allora a« , 04, ... , Om sono i punti del 
gruppo derivato v^, si avranno ancora le formole precedenti, le 
quali daranno sempre: 

rp rp 

talché la proprietà enunciata può dirsi ora dimostrata in generale. 
226. Valendosi ora della proprietà dimostrata si trova subito 
un caso in cui il teorema h."* del §. 190 è suscettibile di estensione, 
poiché si dimostra che: se f\x) e ^{uc) sono due funzioni che, 
quand'anche -divengano infinite fra a e ^ in punti costituenti un 
gruppo finito infinito di prima specie, sono atte alla integraziotie 
neir intervallo (a, P) e non divengono mai infinite insieme (*), anche 
il loro prodotto f{x)^{x) sarà atto alla integrazione in questo 
intervallo tutte le volte che le funzioni fi(x) e ^i{x) dei valori 
assoluti di f(x) e (p{x) siano atte esse pure alla integrazione 
fra a e p. 

Per dimostrare questo teorema osserviamo dapprima che se, 
come supponiamo, f(x) e rp{x) sono atte alla integrazione fra a 
e p, il loro prodotto f{x)^{x) sarà pure atto alla integrazione in 
tutti gli intervalli nei quali f{x) e ^{x) sono finite (§. 190. 5."*), e 
quindi per avere dei casi in cui esso è atto alla integrazione anche 

(*) Qnosta ooodizione, per quanto si ò detto al §. 218, nel caso che/(x) e 7(x) 
fra a e |3 divengano infinite in punti costituenti due gruppi infiniti G e G| di prima 
specie, esclude anclie che alcuni punti-limiti di 6 coincidano con alcuni punti-limiti 
di (i| , perchè questi punti-limiti sono sempre punti d' iniìnito, ec. . . . 
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neir intervallo totale (a, p) basterà esaminare ì suoi integrali 
definiti singolari (§. 221). 

Per questo, ammettiamo dapprima che la funzione f{x) 
divenga infinita soltanto in un numero finito di punti fra a e ^, e 
lo stesso accada della funzione /*(</;), o questa sia sempre finita. 

Allora, se si suppone che a sia un punto d^nfinito di f{x) o 
di <p{x) fra a e p (pi e p incl.)? p. es. di (p{x\ V integrale definito 

ra±B 
singolare / f^(x)dx per e e 8 sufficientemente piccoli (0<;8<[e) 

si manterrà sempre numericamente inferiore a un numero dato 

positivo e arbitrariamente piccolo o, e al tempo stesso per la 

ipotesi ammessa che le funzioni f(a;) e (p(x) non divengano mai 

infinite insieme, in tutto l'intervallo d'integrazione (a±8, a±e) la 

funzione f{x) si manterrà sempre numericamente inferiore a un 

numero y; dunque, poiché nell' intervallo (a±8, a±£Ì le funzioni 

tpix) e f(x) sono sempre finite e quindi il loro prodotto è atto 

all' integrazione nello stesso intervallo, pel teorema del paragrafo 

/*a±s 
precedente si avrà in valore assoluto / f(Jo)(p{x)dx<C'(o; e lo 

stesso accadrà per gli integrali definiti singolari relativi agli altri 
punti d'infinito di f{x) o di (p{x) fra ol e % talché il teorema 
enunciato sopra può dirsi intanto dimostrato pel caso che f(j;) 
e 9(.x') abbiano soltanto un numero finito d' infiniti fra a e p. 

Per dimostrare ora questo teorema in generale, ammettiamo 
al solito che esso sia già stato dimostrato pel caso che f(x) o f(x) 
divengano infinite fra a e ^ in punti che costituiscono gruppi di 
ordine uguale o inferiore a v — 1, e facciamo vedere che esso 
sussisterà ancora nel caso che per f(x) o per ^{x) questi punti 
costituiscano gruppi di ordine v. 

Supponiamo perciò che (p{x) divejiga infinita in un gruppo 
di punti di ordine v, e siano a^ , a^ , . . . Om i punti del v^ gruppo 
derivato, e f{x) sia sempre finita o divenga infinita in un gruppo 
di punti che sia tutt'al più anch'esso dell'ordine v, e in quest'ul- 
timo caso siano P^ , P^ , . . . , Pp i punti del v* gruppo derivato. 

Allora in tutti gli intervalli che non contengono i punti 
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ttf , a^, . . . , 9m ì punti Pi , P2 , . . . , Ppi il prodotto f{x)f{x) sarà 

atto alla integrazione; quindi basterà occuparsi degli integrali 

definiti singolari di ordine v relativi ai punti a^ , o^ , . . . , a«i e ai 

punti p,, p2,..., pp. 

Ora se a è uno di questi punti, p. es. uno dei punti a^ , 

ra±s 
a^i*.*) oim, r integrale definito singolare / '^^(x)dx per e e S 

suflScientemente piccoli sarà sempre numericamente inferiore a un 
nùmero dato positivo e arbitrariamente piccolo cj ; e per le ipotesi 
contenute nell'enunciato del teorema la funzione f{x) nell' inter- 
vallo (a±5, a±e) sarà sempre numericamente inferiore a un nu- 
mero finito Yi giacché altrimenti se non vi fosse un intorno di a 
nel quale f{x) è sempre inferiore a un numero finito, il punto a 
figurerebbe come un infinito anche di f{x) (§§. 216 e 218), e in 
esso le due funzioni f{x) e ^{x) diverrebbero infinite insieme; 
dunque, poiché, per quanto piccoli siano 8 e e, fra a±8 e a±s il 
prodotto f{xyf(x) è sempre atto all' integrazione perchè i punti 
d'infinito di (p(x) che cadono nell' intervallo (a±S, a±e) appar- 
tengono tutti a un gruppo dell'ordine v-1, applicando il teorema 

ra±£ 
del paragrafo precedente, si trova ancora che: / f{x)rp{x)dx <C.*{<s^ 

e quindi il teorema enunciato sopra può dirsi ora dimostrato in 
tutti i casi. 

Farò notare che quando una delle due funzioni f{x) e f(x\ 
p. es. f{x)^ sia sempre finita fra a e p, la condizione posta nel- 
l'enunciato del teorema che la funzione f^{x) dei suoi valori 
assoluti sia atta alla integrazione nell' intervallo (a, p) si rende 
evidentemente inutile. In questo caso del res^p essa é sempre 
soddisfatta da per se (§. 190. IS*»). 

Oltre a ciò poi si può notare che il teorema dimostrato si 
estende evidentemente anche al caso del prodotto di un numero 
finito di funzioni che soddisfino tutte alle condizioni che abbiamo 
poste sopra per le due funzioni f{x) e ^(x), 

227. Osserviamo ora che secondo quanto abbiamo detto al 
§. 224, quando le funzioni f{x) e ^{x) che figurano nell'enunciato 
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del teorema del paragrafo precedente sono atte alla integrazione 
fra a e p, onde essere sicari che tali sono pure le funzioni dei loro 
valori assoluti fx{^) e ^^(ìp), basta verificare che queste sono atte 
alla integrazione negli intorni dei punti d' infinito di f{x) o di 
^{x) respettivamente. 

Merita poi di essere notato <5he il teorema del paragrafo 
precedente mila integrabilità del prodotto f{^)^{x) continua' a 
sussistere anche quando la condizione d'integrabilità delle funzioni 
f^{x) f |(a?) dei valori assoluti di f(x) e ^(x) in alcuni punti 
dHnfinito a^ , a^ , . . . , am non è soddisfatta o si è incerti, purché 
però questi punti speciali a^, a^^. ..^ am siano in numero finito, 
e in quelli dei loro intorni, a destra o a sinistra, nei quali la 
indicata circostanza si presenta (quando questi intorni siano ridotti 
sufficientemente piccoli) la funzione corrispondente f{x) o ^{x) non 
abbia altri infiniti che quello che cade nel punto singolare, e 
V altra funzionai non faccia oscillazioni o almeno le venga a perdere 
tutte togliendovi o aggiungendovi una conveniente funzione di pri" 
mo grado (§. 134). 

Supponiamo infatti che a sia uno dei punti a^, o^, . . • , Omj 
e che per esso la indicata particolarità si presenti per la funzione 
f^{x) in uno o in tutti e due gli intorni a destra o a sinistra di a, 
p. es. nell'intorno a destra (a, a-\-£). 

Allora, per e e 8 sufficientemente piccoli (8<C£), si avrà in 

valore assoluto / f{x)dx<Cjs^ essendo o un numero dato positivo 

^a-f-8 

e arbitrariamente piccolo; quindi, se per e sufficientemente piccolo 
la funzione ^{x) fra a e a-\-t non farà oscillazioni, pel teorema 

del §. 207 si avrà, pure in valore assoluto: f f{^)^{x)dx<C,2<Ti^^ 

^a+8 

essendo Yq il limite superiore dei valori assoluti di tp(x) fra a e 

a+s; e perciò il prodotto f{^)'p{x) sarà atto alla integrazione 

anche neir intorno a destra di a. 

Se poi, per quanto piccolo si prenda e, (p{x) fa un numero 

infinito di oscillazioni fra a e a -fé, ma, almeno quando e è ridotto 

sufficientemente piccolo, essa le viene a perdere tutte aggiungen- 
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dovi una conveniento funzione di primo grado |i^-hv, allora in 
valore assoluto si avranno le diseguaglianze: 

/•a-l-6 r«+s 

essendo Ti ® Ta i limiti superiori dei valori assoluti di 9(^)+l^~l"V 
e (jur-f-v fra a e a-|-e; quindi, in valore assoluto; si avrà anche: 

Jra+s 
' /l^)?(^)^^'<C2a(Y,-f Tj), e il prodotto f{^)f{^) sarà ancora atto 
a-i-8 

alla integrazione nelP intorno a destra di a. 

Risultati simili si hanno per tutti gli intorni dei punti a^ , 
o^ , . . . , am nei quali sì presentano le*indicate particolarità ; quin- 
di, poiché evidentemente si può intendere scomposto T intervallo 
totale (a, p) in un numero finito d^ intera al li che comprendano i 
punti a^ , a^, . . . , a» e quei loro intorni nei quali si hanno le 
singolarità e non comprendano altri punti d^ infinito di f{x)^ o 
di f (a;), e in un altro numero pure finito d^ intervalli per ciascun 
dei quali sia pienamente applicabile il teorema del paragrafo pre- 
cedente, il teorema enunciato sopra resta ora evidentemente 
dimostrato. 

228. In particolare dunque si può ora affermare che se f{x) 
è una funzione che fra a e ^ è sempre finita e non fa oscillazioni 
ne fa soltanto un numero finito, e fx) è un altra funzione che, 
quand'anche divenga infinita in un numero finito di punii fra 
a e p, è atta aUa integrazione in questo intervallo (a , ^), anche la 
funzione prodotto f{x)f(x) sarà atta alla integrazione nello stesso 
intervallo; giacché per quanto si disse al §.187. 6.", tale sarà 
pure anche la funzione f (a?), e quindi saremo appunto nel caso 
considerato sopra. 

229. Servendosi ora dei teoremi dimostrati si estende anche il 

f(x) 
teorema 6." del §. 190 relativo al quoziente -~ poiché si dimo- 
stra facilmente che: se f(x) e tp{x) sono due funzioni che fra cu e ^ 
divengono infinite ttUt'al piti in un gruppo finito o infinito di 
punti di prima specie, e la funzione f{x) è afta all<i integrazione 
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neirinteì'vaUo (a, p), mentre la funzione ff{jc) è pure atta alla 
integrazione nello atesso intei'vaUo, o anche soltanto in quelle por- 

f(x) 
zioni di esso nelle quali è finita; allora anch4 il loro quoziente -—— 

sarà atto oMa integrazione nello stesso hìtervallo (a, p) tutte le 
volte che la funzione denominatore rf(x) si mantiene sempre discosta 
da zero più di una quantità determinata X, e al tempo stesso la 
funzione numeratore f(on) negli intomi dei suoi punti d'infinito 
si mantiene atta alla integrazione ancì^ riducetidola ai suoi valori 
assoluti, se vi sono alcuni di questi punti a destra o a sinistra 
dei quali ciò non si verifica o è incerto, essi sono in numero finito 
e nei loro intomi corrispondenti a destra o a sinistra la funzione 
denominatore f{x) non fa oscillazioni, o almeno la sua funzione 

inversa —r— le viene a perdere tutte aggiungendovi o togliendovi 

alcune funzioni convenienti di primo grado. 

Sotto queste ipotesi infatti la funzione '^— r sarà sempre 

finita fra a e p, e quindi negli iutomi dei punti nei quali ^(x) à 
infinita gli integrali definiti singolari corrispondenti della fun- 
zione -T— r tenderanno evidentemente a zero coir impiccolire degli 
stessi intomi, mentre, pel teorema 6/* del §. 190, negli intervalli 
nei quali tf(x) è finita la stessa funzione -j-y. sarà atta alla inte- 

grazione. Ne segue che la funzione -^— : sarà evidentemente atta 

<p(X) 

alla integrazione in tutto V intervallo (a, p) ; e quindi, osservando 
che se in un dato intervallo una funzione ^{x) non fa oscillazioni, 

lo stesso evidentemente accade della sua funzione inversa -7-r , 

tp(xy 

e tenendo conto delle ipotesi che abbiamo poste in fine delPenun- 

ciato, pei teoremi dei paragrafi precedenti si conclude subito che 

il prodotto delle funzioni f{x) e -77-: è atto anch^esso alPintegra- 

zione nelP intervallo (oc, p); e questo dimostra evidentemente il 
teorema. 
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Farò notare che se la funzione denominatore f{x) in an 
gruppo finito o infinito di punti di prima specie fosse ngaale a 
zero, o almeno avvenisse che avvicinandosi indefinitamente agli 
stessi punti, prendesse valori numericamente inferiori a qualunque 
quantità data il teorema ora dimostrato potrebbe continuare a 
sussistere, ma soltanto sotto certe condizioni ; e così p. es. esso 
sussisterebbe ancora quando si ponesse per condizione che questi 
punti fosserp distinti da quelli d' infinito del numeratore f{x), e nei 

loro intorni la funzione -7—- restasse atta alla intecrrazione anche 

riducendola ai suoi valori assoluti, ec. 

230. Valendosi ancora del teorema del §. 226 si vede subita 
ch« i risultati 17.°, 18."* e 19.** del §. 190 continuano a sussistere 
in tutte le loro parti anche quando, tenute ferme tutte le altre 
condizioni, si ammette che la funzione ivi indicata con f{x)^ pur 
restando atta alla integrazione nelP intervallo (a, p), possa diven- 
tare infinita fra a e ^ in punti costituenti un gruppo finito o 
infinito di prima specie, purché nel caso del risultato l?."" si ponga 
al tempo stesso come dato che anche la funzione ^^(x) dei valori 
assoluti di f(x) sia atta alla integrazione nelP intervallo (a, p); 
talché gli studj che avevamo detto di fare al §. 223 possono ora 
dirsi completi. 

231. Anche i risultati ottenuti ai §§. 191 e seg. fino al §. 203 
inclus. possono estendersi con poche modificazioni al caso in cui 
la funzione f(x) diviene infinita fra a e p in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, e resta atta alla integra- 
zione nell'intervallo (a, p) . 

Si osservi infatti che anche in questo caso, se a; è un valore 

qualunque compreso fra a e ^ (a e p incl.), T integrale / f{x)dx 

avrà sempre un valore determinato e finito, e sarà perciò una 

funzione di x sempre finita che potremo indicare con F(a:); e 

se x e x-\-h sono due punti qualunque fra a e p (a e p incl.) si 

avrà (§. 223) : 

fx rx+h 

F{x-\-h)= / f{x)dx-\- 1 f{x)dx , 

J7. Jx 
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ovverò : 



'x+h 



f(x)dx ; 

talché, osservando che, per h sufficientemente piccolo in valore 
assoluto, il secondo membro è il contributo dell' intorno (a?, x-\-h) 
di ^, a destra o a sinistra secondochè h è positivo o negativo 
(§. 222), e quindi ha per limite zero, si conclude subito che anche 
quando la funeione f{x) diviene infinita fra a e ^ in punti costi- 
tmnti un gruppo finito o infinito di prima specie, restatalo però 
sempre atta alla integratone nell'intervallo (a, p), l'integrale 

Jrx 
' f{x)dx è ancora una fuìmone finita e continua di x per tutti 
a 

i valori di x fra a e p (a ^ p inclus.) 

232. Oltre a ciò poi, siccome si ha la formola(31) come nel 

§. 191, s'intende subito che pei punti x che non sono punti 

d' infinito di f{x), rispetto alle derivate a destra o a sinistra si 

verificheranno quelle particolarità stesse che indicammo al §. 191 

pel caso che la funzione fosse sempre finita fra a e p ; e lo stesso 

accadrà anche per le derivate a destra o per le derivate a sinistra 

nei punti x d'infinito di f{x), quando questi punti non figurino 

come tali negli intomi ài x a, destra o a sinistra respettivamente. 

Se poi 0? è un punto d' infinito di f{x) che figura come tale 

rispetto a tutti e due i suoi intorni a destra o a sinistra, o anche 

soltanto rispetto a uno (x, x-j-h) di questi intorni, p.es. quello 

a destra, allora, ammesso che i valori di f(x) nel punto x a destra 

siano continui, o abbiano soltanto una discontinuità ordinaria 

(§. 148. 2.**), per modo cioè che si abbia \imf(x-\-h) = -^co o 

= — 00 , p. es. = -}- 00 , sarà facile vedere che la derivata dx 
della funzione F(x) presa nel punto x a destra sarà appunto -j-oo . 
In questo caso infatti, quando h è positivo e sufficientemente 
piccolo, i valori di f(x) nei punti x' compresi fra x e x+h {x esci.) 
finiranno per essere sempre positivi e maggiori di quel numero 
che più ci piace A, e quindi per h' abbastanza piccolo, positivo o 
negativo, si avrà sempre dalla (31): 
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>A, 



A' 

talché evidentemente gli estremi oscìllatorii destri e sinistri di 
F{x) nei punti a?' dell'intervallo {x^ x-{-h) colPav vicinarsi inde- 
finitamente dì x' a X avranno tutti per limite -j- oo , e perciò 
sarà (§. 149. 4."): 

Imi -^— ^— -, ^-^ = dx= -f 00 = f{x-{-0) , 

come appunto avevamo enunciato. 

Risultati analoghi si hanno nel caso che le indicate parti- 
colarità si verifichino per gli intorni di a: a sinistra; quindi si 
estendono così al caso attuale i risultati del §. 192, e si può ora 
evidentemente affermare che quand'anche f{x) divenga infinita 
in punti fra a e ^ costituenti un gruppo finito o infinito di prima 
specie, restando però atta alla integrazione nell'intervallo (a, ^), 



rx 
5 / f(x)dx 

Jtx 



l'integrale / f(pò)dx ammetterà la derivata ordinaria (finita però 

o infinita e determinata di segno) nei punti nei quali f{x) è con- 
tinua e in quelli nei quali ha soltanto discontinuità di quelle 
che possono togliersi cambiando il valore della funzione nel punto 
corrispondente, e questa derivata sarà uguale respettivamente a 
P^x) o al valore comune delle quantità /ì[a;-}-0) e /"^a?— 0); e nei 
punti invece nei quali la funzione f{x) ha altre discontinuità, 
essendo sempre finita o infinita, le derivate a destra e a sinistra 



rx 
\ I f{x)dx 



dell'integrale / f(x)dx esisteranno é avranno per valori f{x-\-(}i) 

f{x — 0) respettivamente tutte le volte che queste quantità 
abbiano un valore determinato finito o infinito; mentre se una 
o tutte e due queste quantità non avranno significato o in altri 
termini se da una o da tutte e due le parti di x la funzione f^cc) 
avrà una discontinuità di seconda specie, la derivata dell'inte- 
grale presa nel punto x dalla parte corrispondente fotra non 
esistere affatto. 

E osservando che quand'anche f\x) divenga infinita fra a e |) 
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in un gruppo infinito di punti di prima specie, in qualunque 
porzione deir intervallo (a, p) esisteranno sempre altri intervalli 
di ampiezza finita nei quali essa è sempre finita (§. 14), per 
quanto ora si è detto, o anche per ciò che dicemmo al §. 192, si 



5/ A^: 



può asserire che P integrale / f{x)dx sarà sempre una funzione 

finita e continua che in infiniti punti di qualsiasi porzione del- 
l' intervallo (a, p) avrà la sua derivata ordinaria determinata e 
finita; e per il teorema del §. 14, in ogni porzione del medesimo 
intervallo esisteranno sempre altri intervalli nei quali l'integrale 
stesso è una funzione di prima specie (§. 134), vale a dire è una 
funzione che non ha infiniti massimi e minimi, o almeno li viene 
a perdere tutti togliendovi o aggiungendovi una funzione conve- 
niente di primo grado. 

233. Anche nel caso attuale, se la funzione f{x) è atta alla 
integrazione fra a e p, e a^ è un numero qualunque compreso ia 
questo intervallo, per tutti i valori di a; fra a e ^ (a e ^ incl.) il 

'a? 
valore dell'integrale / f{x)doD il cui limite inferiore è in a| si 

otterrà sempre dalla stessa funzione F(a7) che rappresenta l'inte- 
grale / f{y)dXy aggiungendovi una costante conveniente che non 

sarà altro che — F(a^). 

Inversamente poi ae f(x) è una funzione che fra a e p diviene 
infinita soltanto in punti costituenti un gì'uppo finito o infinito di 
prima specie, e negli intervalli nei quali è finita è atta alla inte- 
grazione; e al tempo stesso y(a?) è un* altra funzione che è sempre 
finita e continua nell'intervallo (a, p) ^ che, ali* infuori di una 
costante — ^{^^ dipendente soltanto dal numero a^^ dà il valore 



iti l f{x)dx 



degli integrali definiti j f{x)dxper tutti quei valori di x e dia pei 

quali ViniervaUo (a, x) non viene a comprendere punti d'infinito 
di f(x), allora la funzione data f{x) sarà atta alla integrazione 
in tulio V intervallo (a, p) e la forinola: 
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(32) ffix)dx=^<f{x)-f[c)', 

sussisterà per tutti i valori di e e di x fra a e p (a « p incL). 

Incorni Qciamo infatti a supporre che la funzione f{x) divenga 
infinita soltanto in un numero finito di punti fra a e p, e siano 
questi punti a| , 04 , . . . «m • 

Allora, supponendo p. es. ^<j3-x<j^<C' . . <Cot«<^, e indi- 
cando con 6| , s'4 , 4 , e'j , . . . numeri positivi e arbitrariamente 
piccoli, per x compreso fra at e a/+i , per modo che sia at<jc<jii^i , 
si avranno le eguaglianze : 



f f{x)dx , 



9Ì^—h)—9{ 



rx 
'0 = / f\x)dx , 



ff{x) — 9(a^+6 

e facendo tendere a zero tutte le quantità e e e', i primi membri 
di queste eguaglianze avranno tutte limiti determinati e finiti 
perchè f(a?) è continua anche nei punti a| , o^,..., a,„; talché 
sommandole si troverà che f{x) è atta alla integrazione anche 
neir intervallo (a, a:), e si ha la formola: 






^x) — ^(a)= I f{x)dx . 

Se poi X è uno dei punti «i , o^, . . . , «m, p. es. «/«. 1 , allora 
r ultima delle eguaglianze precedenti si trasforma nella seguente: 



it)= f{x)dx, 



che unita alle altre conduce ancora alle stesse conclusioni; quindi, 
poiché agli stessi risultati si giunge pure quando si suppone che x 
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sia compreso fra a e a^ o fra Om e p, e anche se uno o tutti e due 
gli estremi a e p sono punti d^ infinito di f{x)^ si può intanto 
asserire che f{x) sarà atta alla integrazione in tutto P intervallo 
(a, p), e si avrà la formola: 

(p{x) — tp{a)= f{a?)dx, 

per tutti i yalori di a; fra a e ^ (a e ^ inclus.) 

Facendo poi in questa formola x^^^ si ottiene T altra: 






che sottratta dalla precedente conduce appunto alla formola (32); 
quindi la proprietà enunciata sopra resta cosi dimostrata pel caso 
che f{x) fra a e p divenga infinita soltanto in un numero finito di 
punti; talché per dimostrare che essa sussiste in generale basterà 
ora al solito far vedere che, ammettendola giusta nel caso chef(x) 
divenga infinita fra a e p in punti costituenti gruppi di ordine 
uguale o inferiore a v-1, essa sarà giusta anche nel caso che f{x) 
divenga infinita nei punti di un gruppo di ordine v. 

Ora, ammettendo appunto che la proprietà enunciata sopra 
sia stata riconosciuta giusta pel caso dei gruppi di ordine uguale 
o inferiore a v — 1, e supponendo che f{x) divenga infinita in un 
gruppo di punti di ordine v pel quale a| , 04^ . . . , cum sono i punti 
del gruppo derivato v"*, si intende subito che si avranno ancora le 
formole scritte sopra e tutti i risultati precedenti, giacché anche 
al successivo impiccolirsi delle e^ , e'^ , e^, e'^ , . . • , negli inter- 
valli (a, «1 — Si), («i+ei, o^ — e^) , . . . verranno sempre a cadere 
soltanto punti di gruppi delP ordine v — 1 al più ; quindi la pro- 
prietà enunciata sopra può dirsi ora completamente dimostrata. 
234. Il teorema dimostrato ha una particolare importanza, 
inquantochè evidentemente se f{x) è una funzione che fra a e ^ 
diviene infinita in punti costituenti un gruppo finito o infinito 
di prima specie, e in tutti gli intervalli nei quali è finita è atta 
alla integrazione, il teorema stesso ci dà un mezzo per riconoscere 
se la funzione f(x) è atta alla integrazione neir intiero intervallo 

il 
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(a, p); giacché per questo basterà assicurarsi della esistenza di 
una funzione (p{x) finita e continua in tutto l'intervallo (a, p) e 
dotata della proprietà che per tutti gli interyalli (a, x) nei quali 

f{x) è finita si abbia sempre ^{x)—f(a)= 1 f{x)dz. Oltre a ciò poi 

^a 

quando questa funzione (p{x) esista, la conoscenza di essa ci darà 

modo di calcolare T integrale anche fra due limiti qualunque e 

ed X deir intervallo (a, ^), poiché per qualunque* intervallo (e, x) 

si avrà sempre: 

(p(x)—^{c)= f{x)dx. 

Lo stesso teorema inoltre permette in certi casi di ricono- 
scere se una funzione 9(0?) abbia delle discontinuità f ra a e p o 
divenga infinita; poiché, se p.es. si saprà che la funzione data 
fifo) é atta alla integrazione in tutti gli intervalli nei quali è 
finita senza esserlo nelP intiero intervallo (ot, p), e al tempo stesso 
in tutti questi intervalli (a , x) nei quali f{x) è finita la funzione 

rx 
9(0?) ci darà T integrale / f{x)dx all' infuori della costante — 9(a)| 

*^a 

allora si potrà immediatamente concludere che questa funzione 
9(0?) é infinita o discontinua in tutti in alcuni dei punti &a a 
e p nei quali f{x) diviene infinita. 

235. Giova però notare esplicitamente, per quanto possa ap- 
parire superfiuo, che T inversa dell'ultima proprietà dimostrata 
può in certi casi non aver luogo; e dal fatto che si sia trovata 
una funzione f (^') che è discontinua nei punti d' infinito di f{x) 
e che negli intervalli (a, co) nei quali f{pi) é finita é invece con- 
tinua e ci dà sempre: 

Jrx 
f f{x)dx , 
a 

non si può concludere che f{x) non sia atta alla integrazione fra 
a e P; potendo avvenire che la funzione discontinua ^{x) pro- 
venga dalla funzione finita e continua che rappresenta l'integrale 



L 
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X 

f(x)dx per avervi aggiunto in alcuni degli intervalli nei quali 
a 

f{pc) è finita una certa costante, e in altri altre costanti. 

Però *se ^{x) avrà soltanto un numero finito di discontinuità 

' che saranno tutte di seconda specie, e saranno in punti a|, 

*««»..., a«fraa e p nei quali /(a:) è infinita, e in tutti gli inter- 

* tervalli (a, h) nei quali essa è continua ci darà il valore del- 

' r integrale corrispondente 1 f[x)dx^ allora si potrà asserire che 

^ f{x) non è atta alla integrazione negli intomi dei punti «i, 
' o^Sf* ocm, e quindi non è atta alla integrazione neir intiero 

* intervallo (a, p); „ giacché, a destra p. es. del punto a|, si avrà: 

(33) ?(ai+s)-9(a|+8)= / m^^ , 

e se fp{x) a destra di a^ avrà una discontinuità di seconda specie, 

r integrale definito singolare / f(x)dx non avrà per limite zero. 

E può aggiungersi anche che " quando f{x) à atta alla inte- 
" grazione in tutti gli intervalli fra a e ^ nei quali è finita, una 
** discontinuità di seconda specie a destra di un punto a| in una 
** funzione tf(x) che serve pel calcolo degli integrali definiti estesi 
^ a ogni intervallo a destra di a| che non comprende il punto a^ , 
^ non potrà aversi altro che nel caso che a^ sia un punto d^infi- 

* nito di f{x) ^ ; giacché altrimenti la formola (33) ci darebbe 
f(a|-|-e) — ?(ai+8)=8(s — 8), essendo 8 una quantità numerica^ 
mente inferiore a un numero finito, e quindi ^{x) non avrebbe 
la supposta discontinuità di seconda specie nel punto a^ a destra. 

Questa osservazione completa il teorema ultimo del §. 74. 
236. Oltre a ciò poi il teorema del §. 233 conduce subito alla 
generalizzazione dei risultati ottenuti nei §§. 194 e 196. 

Supponiamo infatti che f{x) sia una funzione di x che nel- 
r intervallo (a, p) é sempre finita o diviene infinita soltanto in 
un gruppo di punti G di prima specie, e esclusi tutt^al più anche 



^ 
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i punti di un secondo gruppo 0| pure di prima specie, da una 
stessa parte degli altri punti p. es. a destra è sempre continua o ha 
soltanto discontinuità ordinarie; e supponiamo inoltre che ^(x) 
sia una funzione di x finita e continua fra a e ^ e tale che esclusi 
tutt'al più i punti dei gruppi G e G^ e quelli di un altro gruppo 
Gj pure di prima specie nei quali è incerto, in tutti gli altri abbia 
la sua derivata a destra d^ uguale a f{x) o a f^x-^0) secondochè 
in questi pùnti a destra f{x) è continua o discontinua. 

Allora la funzione f{x) sarà atta alla integrazione in tutti 
gli intervalli nei quali è finita (§. 187. 4."), e in questi intervalli 
(a, x) si avrà anche (§. 194): 



f{x)dx; 



quindi pel teorema del §. 233, la funzione f(x) sarà atta alla 
integrazione anche nell' intiero intervallo (a , p), e per tutti i 
punti e e X compresi in questo intervallo (a e ^ incl.) si avrà: 

f(x) - (p(c) = / f{x)dx ; 

Jc 

talché anche in questo caso si può evidentemente asserire che 
per le funzioni f(x) che fra a e ^ sono sempre finite o divengono 
infinite soltanto in un gruppo di punti di prima specie, e che 
fuori di questi punti sono continue totalmente o soltanto gene- 
ralmente, o sono funzioni punteggiate discontinue che, se hanno 
discontinuità di seconda specie, fatta tutt^al più eccezione pei 
punti di un gruppo G di prima specie, le hanno soltanto da una 
stessa parte (destra o sinistra) dei punti corrispondenti, il calcolo 
degli integrali definiti fra a e ^ potrà farsi coi metodi stessi che 
si danno negli ordinarii trattati di calcolo integrale per le funzioni 
sempre finite, estesi soltanto questi metodi come si disse al §. 194 
in modo da renderli applicabili a tutte le funzioni ora indicate, 
e supposto che la funzione ^(x) che secondo i metodi stessi 
deve servire al calcolo degli integrali sia sempre finita e continua 
fra a e p. 

E poi da notare che per ogni funzione f{x) che negli inter- 
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valli nei quali è finita soddisfa alle condizioni indicate sopra, la 
condizione di essere atta alla integrazione anche negli intomi dei 
suoi punti d' infinito fra a e p trovasi sempre soddisfatta quando 
la funzione rp(x) cui conducono i metodi ordinarii del calcolo 
int.egrale sia finita e continua fra a e ^; e evidentemente in alcuni 
casi questa osservazione potrà anche servire a assicurarci che 
una data funzione f{x) è atta alla integrazione fra a e p. 

Così p. es. quando sia data da integrare la funzione 

1 

''^^^ 3 :i ... 11 

— -5 sen - che diviene infinita nei punti 0, ± — , ± h~ 1 



n 2 a? ^ '-^7c' 2it 

xsen'- 

± — , . . . che costituiscono un gruppo di prima specie e pei quali 

il punto è un punto-limite, si concluderà subito che essa è atta 
alla integrazione in qualunque intervallo finito, anche che questo 
intervallo comprenda il punto zero, giacché i metodi ordinarii 
del calcolo integrale mostrano che negli intervalli (a, x) nhì quali 
la indicata funzione è finita il suo integrale dififerisce soltanto 
per una quantità costante dalla funzione finita e continua che 

per X diverso da zero è uguale a — ^x sen' — e per ir=0 è zero. 

Conseguentemente anche la funzione 

1 11 
cos— cos cos- 

come l'altra ; — = 1 -^ ove a è una 



il' " , i 1 ' Jl 

a^sen'— (x — aìsen* a:sen'~ 

X ^ ^ a;— a a? 

costante qualunque, sono atte alla integrazione in qualunque 

intervallo finito, ec . . . 

Al solito però il trovare delle discontinuità in una funzione 

9(0?) che secondo i metodi ordinarii del calcolo integrale valesse 

a darci gV integrali definiti per una funzione f{x) (come quella 

considerata sopra) in tutti gli intervalli nei quali questa funzione 

f(x) è finita, non può inversamente portare alla conclusione che 

f\x) non sia atta alla integrazione nell'intiero intervallo (a, P), 

a meno che le discontinuità di rf(x) non siano tutte di seconda 
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specie almeno da una parte dei punti corrispondenti, e siano in 
numero finito (paragr. preced,). 

237. Supponiamo ora che F(a;) sia una funzione finita e con- 
tinua neir interrano (a, p), e la sua derivata dx presa p. es. a 
destra di ogni punto a; fra a e p (^ esci.) sia sempre determinata 
e finita o divenga infinita soltanto in un gruppo di punti G di 
prima specie C**), e negli altri punti sia sempre continua o abbia 
tutt^al più delle discontinuità ordinarie (le quali allora §. 149 
verranno ad essere soltanto a sinistra dei punti corrispondenti); 
o anche se questa derivata dx ha delle indeterminazioni le abbia 
soltanto in un gruppo di punti 0| pure di prima specie, come se 
ha delle discontinuità di seconda specie, fatta allora tutt^al più 
eccezione per un gruppo di punti pure di prima specie G^, le 
abbia soltanto da una stessa parte dei punti corrispondenti. 

Allora, attribuendo a dx valori qualunque anche nei punti 
dMndeterminazione, si formerà una funzione che per quanto si è 
detto nel paragrafo precedente sarà atta alla integrazione nelP in- 
tiero intervallo (a , P), e si avrà: 

Y{x)-¥{a)^\d^x, 

per tutti i valori di a; fra a e p (a e p incl.); talché anche in 
questi casi colla integrazione della derivata dx di F(x) presa a 
destra dei punti x che cadono f ra a e p (P esci.) si riproduce la 
funzione primitiva F(a?) alP infuori di una costante, e T integra- 
zione si presenta allora come una operazione inversa della deri- 
vazione. 

In particolare dunque ricordando il teorema del §. 162, si 
può ora asserire che: se ¥{x) è una funzione finita e continua che 
fra a e p non ha infiniti massimi e minimi e neppure li acquista 

(*) S'intende che fn i ponti d'infinito di d, noi dobbiamo oxn indodere anche 
qnelli nei quali arriene soltanto che in alcani ponti di ogni loro intorno comanque 
piccolo a destra o a sinistra dx prende valori namericamente maggiori di qualunque 
quantità data, pure essendo fluita o non esistendo nel punto x stesso; come arriene 
per es. pel {punto x=zO quando la funzione F(») ò quella che per se diverso da aero 

•- 1 

è positivo è uguale a x ' sen — e per x==0 è zero. 
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togliendovi (o aggiungendovi) le funzioni di primo grado ^-{-y ; o 
anche se fra le infinite funzioni tp(x)=f(x) — {u; — v che cosi si 
ottengono {la F{x) ind.) per ogni punto xfra a e ^ne esiste tutt^al 
piii una che in ogni intomo di x^ a destra abbia un numero infi- 
nito di massimi e minimi, e lo stesso accade per gli intomi di x^ 
a sinistra, allora se VintervaUo (a, p) è uno di qudli nei quali le 
derivate di ¥{x) prese a destra e a sinistra sono sempre finite o 
divengono infinite soltanto in punti costituoiti un gruppo finito o 
infinito di prima specie, queste derivate dx e d'x saranno atte alla 
integrazione fra a e^^ e integrate fra cu e x riprodurranno sempre 
la funzione primitiva F{x) alVinfuori di una costante F(a),* per 
modo cioè che si avrà: 

fx /*x 

d^= dafiUc. 

238. Questi risultati sono evidentemente la completa esten* 
sione di quelli dei §§. 194, 195 e 196 ottenuta così appoggiandosi 
su questi risultati stessi e sul teorema del §.218. Come si disse 
poi al §§. 197, relativamente allora ai risultati degli indicati 
paragrafi, si può ora affermare che anche i risultati attuali pos- 
sono cessare di essere esatti quando le condizioni che per essi 
abbiamo poste non siano tutte soddisfatte. 

Similmente i teoremi dei §§.197, 198, 199, relativi agli 
integrali degli estremi oscillatorii, delle derivate a destra o a 
sinistra, o delle oscillazioni derivatone di una funzione finita e con- 
tinua, si estendono al caso in cui, senza richiedere che queste 
quantità si mantengano sempre finite, si ammette che possano 
anche divenire infinite in un gruppo di punti di prima specie. — 
Queste estensioni si fanno con tutta facilità appoggiandosi sui teo- 
remi stessi da estendersi e su quello del §. 233, e si trova così che: 
Se pei valori di x fra a e^ (a ep ind,) una funzione finita 
e continua F{x) rappresenta all' infuori di una costante Vinte- 
graie di un altra funzione f(x) che, pure divenendo infinita in 
un gruppo finito o infinito di punti di prima spede fra ae% resta 
atta aUa integrazione in questo intervallo, allora gli estremi oscil- 
latorii dei rapporti incrementali della funzione integrale F{x) 



satrtnno atti essi pure alla integrazione^ e non potranno differire 
dalla funzione f{x) altro che per una funzione d'integrale nidlo. 

2J* se per una funzione F(x) che è finita e continua in tutto un 
intervallo (a, ^) uno degli estremi osciUatorii dei suoi rapporti 
incrementali diviene infinito in un gruppo finito o infinito di punti 
di prima specie, ma in tutti gli intervalli nei quali è finito è atto 
alla integrazione, allora sì esso che gli altri estremi osciUatorii 
risulteranno atti all'integrazione nell'intiero intervallo (a, p), e 
integrati riprodurranno la funzione data F(x) aU'infuori di una 
costante. 

239. Quando una funzione f{x) diviene infinita fra a e p in 
punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima specie, e 
negli intervalli nei quali è finita è atta alla integrazione, per 
riconoscere se essa sia tale anche nelP intiero intervallo (a , p), 
basterà ricorrere alla definizione o ai criteri che risultano dalle 
considerazioni precedenti. In molti casi però quando il numero 
dei punti nei quali f{x) diviene infinita fra a e p è finito, per 
decidere la questione sarà assai più comodo fare uso del teorema 
seguente, che spesso è di una applicazione assai facile: se fra cae^ 
la funzione f{x) diviene infinita soltanto per x=% e fra a e p — e, 
essendo a<CP, per quanto piccolo si prenda il numero positivo e, 

è sempre finita e atta alla integrazione, l'integrale j f{x)dxsarà 

Ja 

determinato e finito tutte le voUe che f(x) per x=^ {a sinistra) 

diviene infinita di ordine inferiore o uguale o anche soltanto non 

maggiore (§• 27) di quello di una qualunque delle funzioni: 

1 1 1 



(M)*-^' (M){iog(M)r*''' (M)iog(M){iognp-a^)r*''"" 

ove |i è U7UX quantità determinata differente da zero e positiva {che 
nella prima funzione può supporsi inferiore a uno perchè altri- 
menti f{x) sarebbe finita anche per a?=P) ; e lo stesso integrale 
sarà invece infinito tutte le volte che, coli' avvicinarsi indefinita- 
mente di X a^ dalla parte sinistra, la funzione finisce per con- 
servare sempre lo stesso segno, e pei' u?=p diviene infinita di ordine 



superiore o uguale o soltanto non minore di quello di una dette 
funzioni: 



(34) 



p— «' (p— a;)log(p— »)' (p— a;)log(p— a;)log«(p-«) 



• • • • f 



intendendo, per semplicità, che nel calcolo successivo dei loga- 
ritmi che qui compariscono, quando sono negativi, si prendano 
sempre i loro valori assoluti, per modo p. es. che quando Iog(p-a7) 
è negativo, la quantità log*(P — x) rappresenti log{ — log(P— a?)| 

Incominciamo dal dimostrare la prima parte del teorema 
enunciato, e per questo osserviamo che, per le ipotesi relative a 
questo caso, si potrà trovare (§. 27) un nùmero positivo s tal- 
mente piccolo che una almeno delle quantità: 

m (P-^)log(p-^) { log«(p-a;) ì **^ , . . . 

pei valori di x fra ^ — e e p (^ esci.) resti sempre numericamente 

inferiore a una quantità finita e positiva e. 

Si dedurrà subito da ciò che V integrale definito singolare 

1-8 
f{x)dx (0<S<^s) sarà numericamente inferiore a una delle 

quantità : 

.p--8 /.p-8 

dx 









•a» 



'p-e "p-e ' ' 

.8-8 

dw 



1 ^-• 



-a;)log(P-«) { log«(p-a;) } **f" • ' • 
'p-e 



le quali sono respettiramente uguali alle altre; 
^(«^-n ;^|(loge)-'*-(log8)-f I, ^ i (log'e)-^ - (log'S)-/' | , . . . 
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quindi evidentemente si avrà lim / f(x)dx = per ogni valore 

di S inferiore a e ; e questo dimostra appunto la prima parte del 
teorema. 

Per dimostrare ora anche la seconda parte, si osservi che 
se 6 è un numero già sufficientemente piccolo, fra a e p-e esisterà 
un numero y dotato della proprietà che per tutti i valori di x fra 
Y e p (P al più esci.) la funzione f(x) conservi sempre lo stesso 
segno, e oltre a ciò sia tale che una almeno delle quantità: 

f(x) (p-x) , f(x) (p-x)log(p-«) , m (p-x)log«(p-x) , . . . 

in valore assoluto sia sempre superiore a un numero diverso da 
zero e positivo e. 

Osservando poi che si ha : 

mdx= f{x)dx+ f{x)dx, 
•^a JoL J^ 

/•p-6 

si vede che per avere il limite delP integrale / f{x)dx basterà 
trovare quello del? integrale / f{x)dx\ quindi, poiché per quanto 




ora abbiamo detto, quest'ultimo integrale sarà numericamente 
maggiore di una delle quantità: 

/p— 6 ^p— e ^— e 
dx I dx I dx 

F^' J (P-a;)log(p-a;)' M (p_a:)log(p-a?)log«(p-a;) ' 
T T T 

e queste sono respettivamente uguali alle altre : 

e \ loge-log P-t) I , c I log2e-log«(p-T) } , e | log^e- log»(P-Y) } , . . . 

che crescono indefinitamente al successivo impiccolirsi di e, si 

conclude subito che si avrà: lim / f{x)dx = ±co^ e con ciò 

•/a 

resta dimostrata anche la seconda parte del teorema enunciato. 
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240. Farò notare che la prima parte dì questo teorema sussi- 
ste anche quando f{x) diviene infinita fra a e ^ in un numero 
finito di punti, purché per ciascun punto siano verificate le con- 
dizioni poste nell^ enunciato, perchè allora l'integrale dato può 
evidentemente spezzarsi in un numero finito d' integrali per cia- 
scuno dei quali la funzione divenga infinita soltanto a uno dei 
limiti. La seconda parte poi sussiste essa pure quando f{x) fra 
a e p diviene infinita in un numero finito di punti, purché per 
alcuni di questi punti, oltre a essere soddisfatte le condizioni del 
teorema, il segno della funzione sia lo stesso in intomi abbastanza 
piccoli degli stessi punti, e negli intomi degli altri punti d'infi- 
nito pei quali queste condizioni non sono soddisfatte la funzione 
sia atta alla integrazione. 

Oltre a ciò si può osservare che dalla dimostrazione stessa 
che abbiamo fatta apparisce che la seconda parte del teorema 
enunciato sopra continua a sussistere quando f(x) nel punto p 
soddisfa ancora alle condizioni poste in fine dell'enunciato stesso, 
ma diviene infinita in infiniti punti p^ , ^ , . . . , ^^ , . . posti ne- 
gP intomi di p a sinistra per modo che ^ sia un loro punto-limite; 
e ciò tanto nel caso che negli intomi di ciascuno di questi punti 
la funzione si mantenga atta alla integrazione quanto anche evi- 
dentemente nel caso in cui questo non accada. 

241. Infine farò notare che, come risulta dalla dimostrazione 
stessa della seconda parte del teorema precedente, se la funzione 
f(x) cangierà continuamente di segno col tendere di a; a p (a sini- 
stra), quand'anche essa divenga ancora infinita di ordine uguale, 
superiore o anche soltanto non minore di quello di una delle 






funzioni (34), l'integrale / f{x)dx potrà non essere più infinito; 

e lo stesso potrà pure accadere quando la funzione f{x) col ten- 
dere ài X 2k ^ prende anche valori numericamente maggiori di 
qualsiasi numero dato ma è in uno di quei casi considerati in fine 
del §. 29 in cui il suo ordine d'infinito non può paragonarsi con 
quello di nessuna delle funzioni (34), per quanto limitandosi a 
considerarla soltanto per un grappo conveniente di valori (di- 
screti) di X dei quali ^ sia un punto-limite, essa possa allora 
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riguardarsi come tina quantità che col tendere di questi valori x 
a p diviene infinita di ordine superiore o uguale a quello di alcune 
di tutte le quantità (34). Questa circostanza infatti si presenta 

/b \ ^b 1 

sen- / / 1 cos-\ , 
—^dx, I (sen-— 2—^)^, dei 
X J \ ^ ^ ^ Jx 



quali il primo non può considerarsi come infinito ma soltanto 
come indeterminato, poiché esso risulterebbe dal limite della 

quantità cos-r^ — cos - per e=0; e il secondo ha evidentemente 
un valore determinato e finito che è 2v^&sen7- . 



242. Finora abbiamo considerato le funzioni f{x) soltanto in 
intervalli (a, ^) di ampiezza finita. Ora supporremo che una fun- 
zione f{x) sia data in intervalli di ampiezza infinita (cioè anche 
per valori di x maggiori di qualunque numero dato), e considere- 
remo anche gli integrali di queste funzioni in questi intervalli. 

Incomincieremo perciò col dire che quando f{x) è ima fun- 
zione atta alla integrazione in ogni porzione finita ma grande 
quanto si vuole delP intervallo in cui si considera (ammesso anche 
che f{x) in queste porzioni possa divenire infinita in punti costi- 
tuenti un gruppo sempre finito o infinito di prima specie), per 

f{x)dx o dell'altro / f{x)dx^ ove 

(X è finito, s' intende il limite delP integrale / f{x)dx, o dell'altro 

I f{x)dXj per p crescente indefinitamente per valori positivi; e 

J— p /.OO 

per valore dell' integrale definito / f{x)dx s' intende il limite del- 

/.p ^-00 

l'integrale / f{x)dx per a e p crescenti indefinitamente per valori 
•/—a 

■ 

positivi e indipendentemente l'uno dall'altro; e facendo le solite 
distinzioni pei casi in cui questi limiti sono determinati e finiti, 
sono infiniti, o sono indeterminati, si dice che una funzione f{x) 
è aUa (Ma integrazUme definita fra a e oo , o fra ot e — oo o f ra 
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— 00 e 00 soltanto nel caso in cui V integrale corrispondente 

/^OO /•— 00 /«OO 

/ f{x)dx , / f{x)dx , f f(x)dx ha un valore determinato e finito. 

•/« •/flt •/ — 00 

243. Aggiungiamo che, segnenclo il Cauchy, si chiama valore 

^principale dell'integrale / f{x)dx il limite dell'integrale / f(x)dx 

•/— 00 •/— a 

per a crescente indefinitamente per valori positivi; e osserviamo 

che, con questa denominazione, si può dire che quand'anche 

/•OO 

l'integrale / f(x)dx non sia determinato (finito o infinito), il suo 

•/— 00 

valore principale però potrà esserlo; e quando l'integrale 

Xoo 
f{x)dx sia determinato, il suo valore coinciderà sempre col 
•00 

valore principale. 

Ricordando poi che Cauchy chiamava integrali definiti sin- 



/»00 /•OO /»00 

golari per gli integrali / f{pc)dx , / f(x)dXj 1 f{x)dx^ V 

J— 00 Jcf. •/— 00 



gli integrali I f{x)dx , I f{x)dx , ove ^ 



l'altro tutti e due gli intecrrali i f(x)dx , | f(x)dx , ove a e v 



sono numeri positivi qualunque, e e è pure positivo e arhitraria"- 
mente piccolo, osserveremo che conviene ora modificare il con- 
cetto di Cauchy; e chiameremo invece integrali definiti singolari 

r-p rP+Y 

gli integrali 1 f{x)dx , / f{x)dx , ove p è positivo e arbitraria- 

mente grande, e y è un altro numero positivo qualunque; talché 
con questa definizione, in forza del teorema del §. 23, si potrà 
evidentemente asserire che affinchè una funzione f{x) sia atta alla 
integrazione definita in un intervallo di ampiezza infinita (a, oo ), 
( — 00 , a), ( — 00 , oo) è necessario e sufficiente die essa sia 
atta alla integrazione in qualunque porzione finita ma grande 
quanto si vuole dello stesso intervtiUo, e che gli integrali definiti 



I 
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/•- P rp+T 

singolari corrispondenti I f{x)dx^ I f{x)dx abbiano per limite 

y^p-^ Jp 

zero per p=+cx>, qualunque sia y purché positivo. 

Inoltre, per T analogia che si ha colle serie, chiameremo resto 

/•OD /•OO 

dell'integrale 1 f(x)dx il valore dell'integrale / f{x)dx per p po- 

sitivo e grande quanto si vuole; e similmente chiameremo resto 

ddVifUegrale I f{x)dx il valore dell' integrale / f{x)dx per^ an- 
•/ — 00 •/—co 

Cora positivo e grande quanto si vuole; e nel caso delP integrale 
r«) ^.p 

1 f(x)dx considereremo separatamente i due resti 1 f{x)dx^ 

•/—OO •/— 00 

/*00 

/ f{x)dx; talché evidentemente, introducendo ora nelle nostre 

considerazioni i resti degli integrali, si potrà anche affermare 
che onde una funzione fìx) sia atta atta integrazione in un inter- 
vallo di ampiezza infinita, è necessario e sufficiente che essa sia 
tale in qualunque porzione finita ma grande quanto si vuole del" 

r intervallo sfesso, e che i resti corrispondenti I f{x)dx, I f{x)dx 

•/ - 00 «/p 

abbiano per limite sfero col crescere indefinito di p {per valon 
positivi). 

244. I risultati 1.^ 2.» 4.^ 9.^ 10.» 11.» 12.» 13.» 14.» e 16.» 
del §. 190, che già al §. 223 dicemmo estendersi al caso delle fun- 
zioni che pur restando atte alla integrazione in un intervallo 
finito (a, p) divengono infinite fra a e -P in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, si estendono evidente- 
mente anche al caso in cui uno o tutti e due i limiti degli inte- 
grali sono infiniti, e le funzioni (finite o infinite) corrispondenti 
sono atte alla integrazione neir intervallo infinito nel quale si 
considerano. 

Alcuni poi degli altri risultati del §. 190 cessano qui pure di 
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sussistere o almeno sofiFrono delle eccezioni, e noi mostreremo ora 
in che cosa queste eccezioni consistano, limitandoci però sempre 

d'ora innanzi a considerare gli integrali / f{x)dx nei quali il 

limite superiore è -f-oo e T inferiore è una quantità finita a; 

giacché gli integrali / f(x)dx nei quali i due limiti sono infiniti 

•/— 00 

»00 



^ md^. fi 

J— 00 J a 



possono ridursi ai due 1 f{x)dx ^ j f{x)dx^ nei quaU uno solo 

dei limiti è infinito, e il primo di questi si riduce ancora alla stessa 
forma del secondo riguardando per variahile — x invece di x. 

245. Incominciando ora dalP occuparci del caso del prodotto 
di due più funzioni, p. es. di due, dimostreremo il seguente 
teorema che estende al caso degli intervalli dMntegrazione infiniti 
il risultato 6.° del §. 190 e quelli dei §§. 226 e 227. 

Se f{x) e (p{x) sono due funzioni di x in un intervallo di 
ampiezza infinita, p. es. da a a +oo , e restano sempre finite o 
divengono infinite in punti che in ogni intervallo di ampiezza finita 
compreso fra a ^ oo costituiscono soltanto dei gruppi finiti o infi' 
niti di prima specie; e se al tempo stesso una almeno di queste 
funzioni, p. es. la f{x)^ è atta alla hdegrazione fra a e co, e U 
prodotto f{x)^{x) è atto esso pure àUa integrazione in qualunque 
porzione finita (a, p) ddV intervallo (a, oo ); allora questo prodotto 
f{x)^{x) sarà atto alla integrazione ancJie fra a e co quando sia 
soddisfatta Vuna o V altra delle condizioni seguenti: 

1."* che almeno a partire da un certo valore finito x' di x in 
poi la funzione ^{x) si mantenga sempre numericamente inferiore 
a un numero finito, e la funzione f{x) resti atta alla integrazione 
da x' a oo anche riducendola ai suoi valori assoluti fi{x). 

^•* che almeno a partire da un certo valore finito a?' di x fino 
all'infinito ambedue le funzioni f(x) e tp{x) restino sempre numeri- 
camente inferiori a un numero finito, e la funzione f(x) non faccia 
mai oscillazioni. 

Nel primo caso infatti, indicando con o un numero positivo 
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arbitrariamente piccolo, e con p tm multerò qualunque euperìoie 
a un certo numero maggiore di x\ per ogni numero positivo 7 

rP+T 

8Ì avrà / f\(x)dx<i(i\ e quindi se L è il limite superiore dà 
valori assoluti di ^{x) ix2k x' q oo pel teorema del §• 225 si avrà 

rP+T rP+T 

in valore assoluto / f{oc)f{x)da> ^ L / f^(pc)dx < Lo ; e questo 

(§. 243) dimostra intanto la prima parte del teorema. 

Nel secondo caso poi, indicando ancora con a un niuaero 
positivo arbitrariamente piccolo e con p un numero qualunque 
superiora a un certo numero maggiore di x\ per ogni numero 

/•P+T 
positivo Y bì avrà : / f{x)dx<io , e pel teorema del §. 207 sarà 

/ f{^yf{^)dx < 2L(3 , essendo al solito L il limite superiore dei 

jp 

valori assoluti di <p{x) fra a?' e 00 , e questo dimostra ancbe la 
seconda parte del teorema enunciato. 

S* intende subito ora come questo teorema possa estendersi 
anche al caso del prodotto di un numero maggiore di funzioni. 

246. Estesi così anche agli intervalli di ampiezza infinita i 
teoremi intorno alla integrabilità dei prodotti di più funzioni si 
trova immediatamente una estensione analoga del teorema 6J* del 

§. 190 e di quello del §. 229 intomo al quoziente '-^4 ; poiché, 
considerando questo quoziente come il prodotto delle due funzioni 
f(x)^ -^, pel teorema precedente si vede subito che: se la fun- 
zione numeratore f{x) è atta alla integrazione nelV intervallo (a, 00 ), 

e il quoziente '—-^ è atto alla integraziotie in qualunque porzione 

tp(x) 

finita (a, p) dell'intervallo stesso (a, 00 ), esso lo sarà anche da a 

a co quando almeno a partire da un certo valore finito x' di x 

firn all'infinito la funzione denominatore (p(x) si mantenga sempre 

discosta da zero piti di una quantità determinata X, e al tempo 
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stesso sia soddisfatta la condizione che da x' a ^ la funzione 
numeratore f{x) resti atta alla integrc^ione anche riducendola ai 
suoi valori assoluti, o sia soddisfatta V altra che da x' in poi anche 
la funzione numeratore f(x) non superi mai in valore assoluto un - 
numero finito, e la funzione denominatore non faccia mai oscu- 
lazioni, 

247. Similmente i risultati n.*» 18.° e 19.° del §. 190, che già 
estendemmo nel §. 230 al caso delle funzioni che in un intervallo 
finito d' integrazione divengono infinite in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, continuano a sussistere 
anche quando P intervallo d^ integrazione diviene di ampiezza 
infinita, purché però nel caso del risultato 17.'' si ponga ancora 
come dato che la funzione ivi indicata con (p{x) resti atta alla 
integrazione nello stesso intervallo anche riducendola ai suoi valori 
assoluti; come già si fece del resto anche al §. 230. 

248. Anche i risultati 7.'' e 8.*" del §. 190 possono, con certe 
restrizioni, venire estesi al caso in cui la funzione f(x) si mantiene 
sempre finita, ma diviene infinito T intervallo d^ntegrazione; però 
onde fare rigorosamente questa estensione ci occorre di cercare 
dapprima se e in quali casi la definizione che noi abbiamo data 
per gli integrali presi fra limiti finiti può venire estesa agli inte- 
grali presi fra limiti infiniti, per modo cioè che, inmaaginando 
diviso V intervallo infinito (a, oo) in un numero infinito d' intervalli 

/•OO 

parziali 84 , 82 f • • • 9 8n , . . . , Pintegrale / f{x)dx possa riguar- 

00 
darsi come il limite della somma della serie ^ 8«/'« formata dai 

prodotti di questi intervalli 8f moltiplicati ciascuno per un nu- 
mero f» compreso fìra i limiti inferiore e superiore dei valori della 
funzione. nei respettivi intervalli $« (questi limiti inclusi), preso lo 
stesso limite al rimpiccolire indefinitamente degli intervalli S^ 
8] , . . « , 8m , . • . secondo una legge tutt'affatto qualunque. 

E ciò noi facciamo mossi dalla considerazione che propria- 
mente la definizione che così si avrebbe per gli integrali definiti 
00 

f(x)dx non è la stessa di quella che noi abbiamo dato per gli 
a 2« 



l 
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integrali medesimi, e quindi sarebbe effettivamente a cercarsi se 
queste definizioni potrebbero riguardarsi come concordanti fra 
loro. — Si aggiunge poi che se indichiamo con p un numero finito 
ma arbitrariamente grande, con x^^ J?) , • . . , Xn^ n — 1 valori 
di 0? fra a e p, e con S, , S^ , . . . , 8» gli intervalli corrispondenti 
a?i — a , x^ — x^ , x^ — x^ » • • • » ^-^^n^i » si ha per definizione: 



TP 

ove fg è un numero compreso fra il limite inferiore e il limite 
superiore di f(x) néìV intervallo 5« (questi limiti inclus.)) e quindi 

/•CX) 

valendosi della vera definizione deir integrale / f{x)dx^ si avrà: 



ff{x)dx = \im jUm^StAÌ; 



talché, siccome nel secondo membro deve prendersi prima il 
limite rapporto alle quantità §« , e poi quello rapporto a p, appa- 
risce di qui che effettivamente, almeno senza una conveniente 

Xoo 
f{x)dx sarà 



00 



sempre il limite della somma della sene ^ St/*. quando le S« ten- 
dono a zero; giacché in quest^ ultimo caso si viene a prendere 
prima il limite rispetto a ^ (poiché si suppone subito infinito 
P intervallo d^integrazione) e poi quello rispetto agli intervalli S«, 
e si viene così a fare una inversione di limiti. 

249. Noi cercheremo dunque se e in quali casi la vera defini- 

zione dell^ integrale / f(x)dx^ e quella che risulterebbe dall'esten- 

dere la definizione che si ha per gli integrali fra limiti finiti pos- 
sono prendersi indifferentemente Puna per Paltra, per modo cioè 

che si abbia: 1 /(ar)(ir = limy8,/^,; e dimostreremo perciò dap- 
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prima che: qtmndo la funzione f(x) è sempre finita fra a e co ^ se si 
troverà che, formando 2e S^ , S, , . . . Sn , . . . con una qualche legge 

00 

speciale determinata, la serie y.St fa ha un limite determinato e 

1 

finito quando le S* convergono a zero, allora la funzione f(x) sarà 
atta Ma integrazione fra a e ao^ e il limite della serie sarà ap' 

punto U valore ddV integrale 1 f(x)dx; come dimostreremo altresì 

che la condizione necessaria e sufficiente perchè per un dato siste^ 

00 

ma di valori speciali deUe $« , S^ , . . . , 8n « • • ^ serie stessa ^ S«/« 
{supposta convergente) abbia un limite determinato e finito, è 

00 

espressa ancora dalla solita condizione di integrabilità lim^ S«D«=:0 

applicata nell'intervallo infinito (a, oo) agli indicati intervalli 
^o ^3 9 • • • f Sn 1 . . ; per modo cioè che si potrà assicurare che la 
formola: 

(35) f{x)dx = \ìm\S.f. , 

sussiste rigorosamente tutte le volte che si saprà che il suo secondo 
membro ha un valore determinato e finito, o si saprà che la serie 

00 

?Sf jft almeno dopo che le S« saranno divenute sufficientemente 
00 

piccole è convergente, e che al tempo stesso la solita quantità\SfJ)t 

ha per limite zero, intendendo sempre che i numeri ft devono 
essere presi comunque fra i limiti inferiore e superiore !« e L« di 
f{x) neir intervallo corrispondente S« (questi limiti inclusi), e gli 
intervalli $« basta che siano formati con leggi speciali determinate, 
ma che possono essere qualunque. oo 

Ammettiamo infatti dapprima che la serie ^8«/^« abbia un 

limite determinato e finito A, qualunque siano i valori che si pren- 
dono per le /*« negli intervalli 8* che successivamente si formano 
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OC 



con una certa legge determinata. Questa serie ]^S«f« almeno 

quando le d« siano divenute su£Scientemente piccole sarà conver- 
gente, e si avrà : 



00 00 



00 

e si troverà perciò intanto lim^S«Df =0; talché, indicando con 

con n 6 fi' due numeri variabili coir impiccolire delle quantità 8«, 
e determinati sempre in modo che 8m sia il primo degli intervalli 
Sf , 8,, • . . , Su , . . il cui estremo superiore è maggiore di un certo 
numero a^ , e 8n' sia Tultimo degli stessi intervalli il cui estremo 
inferiore è minore di un altro numero Pi (Piloti), si vede subito 
che quando le 8^ , S^ i • • • 9 ^m « • • siano già ridotte sufficientemente 
piccole, siccome sì esse che le quantità D| , Dj| , • • . Dm , • • . sono 

tutte positive, anche la somma ]^8fDf finirà per essere minore 

di quel numero che più ci piace 9; e questo permette intanto di 
dire che la funzione f(x) sarà atta alla integrazione definita in 
qualunque intervallo di ampiezza finita (a , P). 

Segue da ciò (190. S."") che per ogni sistema di valori d^li 
intervalli 8^, 8^ , • • .8n , • . • , e qualunque sia n, si avrà la formol» 

n /•a+8'^+8j + ..+ 8„ n 

essendo kn un numero compreso fra — lei ( — 1 e 1 inclus.) (*); 

(*) Propriamente stando a quanto si dimostrò al §. 190. 8.» invece di ibi noi 
doyrenuno scriTere 8 kn» Però si può osservare ohe se al §. 190. 7.« inveoe di ragionare 
snllft formola: 

4 4 I 

avessimo ragionato al modo stesso sulla formola precedente: 

4 14 4 
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talché quando le S» siano già talm^te piccole che si abbia sempi» 



00 



21S»D, ^o, si potrà scrivere evidentemente: 
T 

(36) y,^nf»=J f{00)dx + VnO, 

essendo fc'„ compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.) 

00 

D^ altra parte, siccome la serie ^^^tf* è convergente, si può 
scrivere: 

00 M 00 M 00 00 

^8./;=|,«./;+2^«./;, ovvero: 2««A=2«»A— 28./Ì . 

e per ogni sistema di valori speciali delle 8^ , 8^ , . . ., 8^ , • . esisterà 
un numero m dipendente da questi valori delle 8^ , 8^ , . . , 8» , . . ma 
sempre finito e tale che per ogni valore di n non inferiore ad m 



00 



le somme ^8«/« per gli stessi valori delle 8^ , 8^ , .•« , fiwi^ • siano 

n+l 

sempre numericamente inferiori a a ; quindi, poiché si può anche 
supporre che le stesse 8,, S^,..., 8h,.. siano già state prese 

00 

tanto piccole che la sonuna corrispondente ^8«/« differisca da A 

n' 

coir OBser rare cioè che air impiccolire delle $'9 la somma^^,/'^ finisce per differire 

1 

fP 
tanto poco qaanto si Tuole dall* intecprale f /[x}dx, e Taltra^^^D', finisce per esser 

piccola a piacere, avremmo trorato anche la formola più sempliee: 

f I. n 

e quindi avremmo veduto che Terrore per eccesso per difetto che si commette 
prendendo ^^fj^ come valore approssimato deirintegrrale I /[x)da8 non sqpera mai 

n 

neppure la somma eorrispondenteX^^P,, e avremmo potuto scrivere anche Jr^^, 1^, •• • J^ 

invece di ^k^, 2k^,.., 2^,- nelle formolo del §. 190. 8.«. È perciò che d*ora innanzi 
noi finremo a meno di tener oonto del fattore 2 oell'applicaitoBe deUo steste formole. 



£' 
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meno di <3, si può ora evidentemente asserire che per ogni sistema 
speciale di valori sufficientemente piccoli delle S^ , S^ , . . . , Sn i • • • 

f f{x)dx al crescere indefinito di n si man- 

a 
terrà sempre numericamente inferiore a 3 o . 

Ma se p è un numero qualunque superiore a a+8|4'S2+. •+8tii, 
si potrà sempre trovare un numero n^m tale che T estremo 

J/'a+8|+8j+, .+8„ 
f f{x)dx diffe- 
a 

risca da p meno di 8^.1 , per modo che P integrale stesso differisca 



'1} 



dall^altro / f{x)dx meno della quantità eL, essendo L il limite 

superiore dei valori di f{x) fra a e oo , e s un numero di cui le 8« 
sono tutte più piccole; dunque poiché anche e può supporsi pic- 
colo a piacere, è evidente ora che dato un numero arbitrariamente 



TP 

— / f{x)dx^ al 



piccolo 0|, la differenza A — / f{x)dx^ al crescere sempre più di p 

finirà per divenire e restare poi sempre numericamente inferiore 
a questo numero o^ , e quindi la funzione f{x) sarà atta alla iute- 

grazione anche fra a e oo e si avrà lim / f{x)dx = Ay ovvero 

f(x)dx ==limyjSfff; e questo dimostra intanto una parte del 

teorema enunciato. 

Per dimostrare anche l'altra parte del medesimo teorema, 
ammettiamo ora che si sappia che quando le 8^ , Sj , . . . 8m , . . . 
sono formate secondo una certa legge speciale determinata, e 
almeno dopo che esse siano divenute sufficientemente piccole, la 

00 00 

serie 2^»/» ^ sempre convergente, e l'altra 2 8» D, al tendere a 
zero delle stesse 8^ , 8^, . . . , 8n , . . . ha per limite zero . 



00 00 



Allora, considerando le due serie 2^»/» » S^'»/^'» corrispon- 
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denti a due qualunque dei sistemi di valori sufficientemente piccoli 
che si hanno successivamente per le 8^ , S^ ,...,§„)•• nel tempo 
che esse tendono a zero, è chiaro che si potrà trovare un numero 
tn tale che pei sistemi di valori scelti per le S« e S'« , e pei valori 

n n' 

di n e n' non inferiori a m le somme corrispondentiy8,/i, ^8\ft 
differiscano respettivamente dalle somme S^ , S^' delle due serie 

00 oo 

y^^tft , y^S'tf'i meno di quel numero che più ci piace o, e quindi 
per n en' superiori a m si potrà sempre scrivere: 

essendo hn un numero compreso fra — 1 e 1. 

Si scelgano ora le S^ , 8^ , . . Sn * • • « 8^ , 8 ^ , • . 8'n « • • • tutte 
inferiori a un numero dato arbitrariamente piccolo e , e tali che 

00 00 

le due somme Y 8,D, ,y 8'« D', siano ambedue inferiori a a ; e i 

numeri n e n\ oltre a prendersi ambedue superiori al valore di m 
corrispondente ai valori che si considerano per le 8^,82,... 
8m , . . • , 8'| , 8^2 , ... , 8'h' , - • • 9 si prendano in modo che le due 
sonmie S^+^a • • +8n , S'^+S'^-^- . , . +8'„' siano uguali tra loro, o 

tutt^al più differiscano Puna dalPaltra meno di e. 

00 

Allora, siccome T ipotesi fatta che lim]^8fD,=0 porta, come 

si disse sopra, che la funzione f{x) sia atta alla integrazione fra 
due numeri finiti qualunque, e che quindi si possa applicare la 
formola (86) per modo da avere : 

« /•a+81+82+..+Sw n /•a+8'4+8'j+. ,+8'^ 

con Wn e Ic'n compresi fra — 1 e 1 , si vede subito che le due 
somme 2^»/* » 2^'»r« differiranno fra loro meno della quantità 
2a-{-6L, essendo L il limite superiore dei valori assoluti di f(x) 
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fra A e 00, e perciò S^ e 8^' difiPeriranno fra loro meno di 
4a-{-eL; dunque pel solito teorema sui limiti del §. 22, si può 

evidentemente concludere che le somme S^ o ^^tf» avranno un 

limite determinato e finito; e quindi, per quanto si è detto nel 
caso precedente, si avrà ancora: 

J f{x)dx = \ìm2S.f., 

talché il teorema enunciato sopra può dirsi ora completamente 
dimostrato. 

250. Dalla dimostrazione che abbiamo data del teorema pre- 
cedente non risulta che la formola (85) sia applicabile tutte le 

foo 
f{x)dx ha un valore determinato e finito, 

ma solo in forza di questa dimostrazione si può essere sicuri che 
la formola stessa è giusta quando si sappia che almeno per quei 
sistemi dì valori speciali delle d^ , Sg , . • . S^ , . . che in essa figurano 

00 

la serie ^Stfft ha un limite determinato e finito, o sapendo sol- 
tanto che essa è convergente si sappia altresì che la serie yS«D« 
ha per limite lo zero. 

Questo risultato però può essere reso più completo giacché 
si può dimostrare che quando la funzione f{x) fra a e oo è sempre 

' f{x)dx 

a 

ha un valore determinato e finito, esistono sempre infiniti modi di 

formazione degli intervalli 5,, $2,... Sm**. tali che facendoli 

convergere a zero conservando sempre nei differenti loro stati la 

00 

stessa legge di formazione, la serieS^sD, ha per limite lo zero, e la 
serie JS*/» si mantiene sempre convergente, e quindi ha per limite 

J/»00 
' f(x)dx. 
a 
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Formati infatti gli infiniti intervalli i cni estremi sono nei 
punti successivi a, a-f-d, a-|-2d,..., a-f-rd, a-f-(^+l)c?,. .. 
ove (2 è un numero qualunque positivo e finito, si osserverà che 
quando, come noi abbiamo supposto, f{x) è tsempre finita e Pinte- 

f(x)dx ha un valore determinato e finito, come anche 

più generalmente quando la funzione f{x) è finita e atta air inte- 
grazione in ogni intervallo finito, la funzione f{x) sarà atta alla 
integrazione anche in ciascuno degli intervalU finiti (a , a+d) , 
(a , (x-\-d , a-[-2c2) , . . . , {n-^-rd , aL-\-[r-\-\)d) ,..•.; e quindi si 
potrà evidentemente trovare un numero e^ differente da zero e 
tale che scomponendo in un modo qualunque P intervallo (a, a-f<2) 
in intervalli 5^ , S^, . . S«, tutti inferiori a €« la somma corrispon- 

dente^S«D« sia sempre inferiore a un numero positivo comunque 
1 

piccolo a^; similmente si potrà trovare un numero $2 differente 
da zero e tale che scomponendo in un modo qualunque T inter- 
vallo (a+ci^, a-f-2c0 in intervalli parziali Smi+i * ^m^^^ • • • i Smi tutti 

inferiori a e^ la sonuna corrispondente^$«D« sia sempre inferiore 

a G^^; e in generale si potrà trovare un numero Srw differente da 
zero e tale che scomponendo in un modo qualunque V intervallo 
(a+rd , a+(r-|-l)d) in intervalli parziali im^M i 8«^+,, . • • , im^+i 

tutti inferiori a e^^i la somma corrispondente ^ d« D« sia sempre 

inferiore a o^^^ ; e allora, col sistema dei valori S^ , S^ , • • • , S^^ , 
Smj+i , 8mi+i , . . . 8,», , . . . così ottenuti per le 8, , qualunque sia il 

numero intiero p si avrà sempre 2 ^i D,<^<3|+0i*"+* • • • i ovvero 

y8,D,<T— ^ , giacché o^ oltre a prendersi inferiore a uno può 
1 l-^i 

anche supporsi piccolissimo; quindi, osservando ora che la serie 

00 

V!8,D« verrà ad essere formata in modo tale che la somma di 



? 
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ttn numerò qualunque dei termini che s^fuono p. es. Vm^^ sarà 

sempre minore di un numero ^-^ — che per r abbastanza grande 

può rendersi inferiore a quel numero che più ci piace, o anche 
osservando che la serie stessa è a termini positivi e la somma di 
un numero qualunque dei suoi primi termini non supera mai 

^ — — , si conclude che la serie stessa per gli indicati valori delle 

Sf , S) , 83 . . sarà sempre convergente, e la sua somma, essendo 

inferiore a = — —^ avrà per limite zero quando le 8« si facciano 

impiccolire indefinitamente seguendo la suindicata legge di for- 
mazione; talché "resta con ciò intanto dimostrato che quando f(x) 
è finita e atta alP integrazione nelP intervallo (a, 00), o anche 
soltanto in ogni intervallo finito compreso in esso, si possono 
sempre trovare infiniti sistemi di valori per le §| , S^ 1 8m , . . . pei 

quali si ha lim ^ S» D» = 0. 

Dimostrata così resistenza di questi sistemi di valori delle 
fif , fi) , . . . , 8m, . . . , prendiamo ora uno qualunque di questi sistemi, 

o anche più generalmente un sistema qualunque di valori pei quali 

00 00 

la somma y.8J)t sia convergente; e considerando la serieTS,/', , 

T 

corrispondente a questi valori delle 8| , 82 , . . . , ^m • • formiamo la 
somma ]£ Sgft di un numero qualunque dei suoi termini dopo il p^. 

Si avrà: 

q /^a+8|+8g+ , .+8j a 

essendo k' un numero compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.); e in 
questa formola, quando p sia abbastanza grande e qualunque sia j, 

la somma ]^8«Dt sarà minore di quel numero che più ci piace, 

e lo stesso accadrà dell'integrale che vi comparisce quando si 
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torni ad ammettere che f{x) sia finita e atta alla integrazione 
fra a e 00 , giacché esso non verrà ad essere altro che un integrale 
definito singolare relativo alla funzione f(p)\ dunque evidente- 
mente le somme di un numero qualunque di termini dopo un certo 

termine p^ nella serie T^* A saranno minori di quel numero che 

più ci piace, e si può quindi concludere intanto che quando f(x) 

Xoo 
f(x)dx ha un valore determinato e 

00 

finito, se le S, sono scelte in modo che la serie T^tD* sia conver- 

00 

gente, anche la serie y^^afi corrispondente agli stessi valori delle 

St sarà convergente. 

Questo, per il teorema precedente, basta anche per dire che 

00 

la serie ^S/, ha un limite determinato quando le 8| , S^, . . . , 8m * • • 

tendono a zero conservando sempre la stessa legge di formazione 
nei successivi loro stati, e questo limite è precisamente P integrale 

00 

f[x)dx; talché resta ora completamente dimostrato il teorema 
a 

enunciato sopra. 

251. Merita poi di essere notato come nella dimostrazione 
del teorema precedente non sia escluso che i numeri e^ , % , . . . 
6r , . . . che ivi compariscono possano andare successivamente dimi- 
nuendo, e anche tendere a zero; e quando ciò avvenga non si 
potrà trovare un numero e che oltre essere positivo e differente 
da zero sia tale che per ogni sistema di valori delle S« inferiori a e 



L 



00 



si abbia sempre yS«D«<9, ec. talché nel caso degli intervalli 
dMntegrazione di ampiezza infinita, quand'anche P integrale cor- 

J/«00 
1 f{x)da) sia determinato e finito, non può assicu- 
a 
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00 

rarsi che la somma V 8, D, abbia per limite zero per qualunque 
sistema d^nteryalli S| , S^ , . . . , S,. , . . — Si aggiunge che la con- 

00 

dizione lim^StD^^O, nel caso degli intervalli dMnt^;razione 

infiniti, non è più condizione sufficiente per la integrabilità della 
funzione corrispondente f{x) fra a e oo , almeno finché sia veri- 
ficato soltanto che questa condizione è soddisfatta per alcuni 
sistemi di yalorì speciali degli intenralli S4 , S^ , . . . , S» , . • .; in- 
quantochè, secondo i teoremi precedenti, onde assicurare che 

r integrale / f{x)dx è determinato e finito, oltre alla indicata 
•/a 

condizione, si richiede sempre T altra che la serie corrispondente 

00 

y^tft abbia anch?essa un limite determinato e finito, o almeno sia 

convergente, ec. . . ; e del resto efiettivamente, dimostrando il teo- 
rema precedente abbiamo visto che esistono sempre dei sistemi 

speciali di intervalli $| , §2 9 • • 1 Sn . . .^ pei quali la condizione 

00 

limyS«D«==0 si verìfica anche quando la funzione è atta alla 

integrazione in qualunque intervallo finito, senza bisogno che 
lo sia anche nelP intervallo infinito; talché in forza di quanto si 
disse al §. 184 si riscontra ora una differenza fortissima fra il caso 
degli integrali presi fra limiti finiti e quelli presi fra limiti infiniti. 
252. A questo proposito però si può ora osservare che, se- 
condo quanto dicemmo per dimostrare il teorema precedente, se 

l'integrale j f{x)dx avrà un vcUore determinato e finito, per Mtì 

quei sistemi di valori delle $1 , $2 ) • • • ) ^n • • • per le quali la serie 

00 00 

y8,D, è convergente, anche VaUray^Sgfa sarà convergente; e sicco- 
me per qualunque valore finito di n si ha la formola: 
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con k'n compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 inclus.), così nel caso 
attuale sarà : 

(37) ;^8. f.=J f{x)dx + *^^S. D, , 

essendo "k^ un altro numero deierminato compreso anch^esso fra 
— 1 e 1 ( — 1, e 1 incl.). 



00 



E se al tempo stesso sarà lim ^$#^«=0, allora hì avrà anche: 



f{x)dx ; 



00 

lim^S 



come se, avendosi ancora per certi sistemi di valori delle S| , S^ , • . . 
8h 1 . . . lim28*D,=0, invece di sapere che l'integrale / f{x)dx è 
determinato e finito si saprà che per gli stessi sistemi di valori 



00 



speciali delle §| , 8) , . . . 8n , . . . la serie y^tfa è convergente^ 
allora pel teorema del §. 249 si potrà asserire che V integrale 



A 



00 

x)dx è determinato e finito e si verrà ancora ad avere la 



formola precedente (37). 

253. A complemento poi dei risultati qui esposti troviamo óra 
opportuno di aggiungere che quando la funzione f{x) è atta alla 
integrazione in qualunque intervallo finito, e a partire da un certo 
valore di x fino alVinfinito, nei punti ove non è zero la funzione 

stessa ha sempre il medesimo segno, come p. e. il segno positivo, 

Xoo 
f{x)dx è infinito, anche la serie 

ySf/'t sarà infinita o dimeno avrà per limite l'infinito quando le 8t 

si prendono con una legge qualsiasi, e viceversa. 

È chiaro infatti che se a partire da un certo valore ^' di x 
fino alP infinito la funzione f(x) è positiva o nulla, e V integrale 



f^ 
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f{x)dx ha per limite P infinito per P=oo, ciò vuol dire che 

coir impiccolire ognor più delle S| , S^ , . . , Sm , . . le ^ornmeS^tfa , 

ove 8m ò Poltimo degli intervalli Si , S3 1 • • •, 8n « • • • il cui estremo 

inferiore non supera p, finiranno per essere maggiori di qualunque 

00 

quantità data, e le somme complementari ^S«/« avendo i loro 

«fi 

termini positivi li accresceranno ancor più, per modo che si avrà 

00 00 

y 8,/i = 00 , o almeno lim 28t^ = cx> . 

Invece se con qualunque sistema di valori delle §« la serie 



00 



^Ztft è infinita o ha per limite l'infinito, allora si osserverà 
T 

prima che ciò dovrà pure accadere quando per le S« si prendono 
quei sistemi di valori pei quali si ha lim I18«D« = 0, resistenza 
dei quali fu dimostrata in principio del §. 250, e quindi anche per 
questi sistemi di valori delle S« si potrà trovare un numero n tale 

che la somma ^^ptft sia maggiore di quel numero che più_ci piace, 

e il numero a-f-84 + 8j + . . , -j- 8m sia maggiore di x\ 
Ma allora, siccome si ha sempre : 

n ra+8|+Sfl+..+8H n 

(38) ?^'^'=/ ^^)^^ + *'-25-I>., 

essendo h'n il solito numero compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.) 
è evidente che T integrale del secondo membro sarà anch'esso 
maggiore di qualsiasi numero dato, e tale si manterrà anche se 
al posto del suo limite superiore si pone un numero maggiore, 
perchè da x' in poi la funzione f{x) è sempre positiva; dunque in 

TP 

questo caso è forza concludere che lim / f{x)dx = 00 , e con ciò 

il teorema resta completamente dimostrato. 

254. Inoltre a speciale complemento del teorema del §. 250, 
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si può aggiungere che quando la funzione f{x) è atta alla integra' 

/•OO 

zione in qualunque intervallo finito, ma V integrale 1 f{x)dx è 

infinito indeterminato, necessariamente vi saranno dei sistemi di 

valori delle 5, per le quali la serie y^^Ai non solo ha per limite 

V infinito manca di limite determinato, ma è infinita respettiva- 
mente o indeterminata anche fuori del limite, giacché se le 8| , 

8| , . . . Sn ) • • • sono scelte in modo che si abbia ]^8«Dt<^a , ciò 

che come sappiamo potrà sempre farsi, per questi valori delle 
8| , S) , . . . , 8n • • • la formola (38) ci darà : 

n /^a+8|+83+. . ,+8h 

(39) %^'f'^J ^""^^ + *'-''* 



Jrt 



con Vn compreso ancora fra — l e 1 ; e quindi se sarà 

f{x)dx ==: 00 , passando al limite per n=oo si otterrà eviden- 
a 

n 

temente: lim28i/t=oo. 

Se poi r integrale / f(x)dx non sarà determinato, allora 



i fi 



r integrale^ / f{x)dx col crescere indefinito di ^ finirà per oscillare 

fra due limiti che saranno finiti o uno almeno dei quali crescerà 
indefinitamente, e quindi per quanto grande divenga il p, lo stesso 
integrale non cesserà mai di prendere anche valori discosti fra 
loro più di una certa quantità d superiore a 2a. Osservando dunque 
che col crescere indefinito di n quando le St saranno già divenute 

/•a+8|+..+8H 
inferiori a e, il limite superiore delP integrale / f{x)dx passerà 

*^a. 

vicino quanto si vuole a qualsiasi numero ^, e quindi T integrale 
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stesso differirà dalValtro / f(x)dx meno di e L, essendo L il limite 
superiore dei valori assolati di f{x) fra a e oo, s* intende sabito, a 

00 

caasa della formola (39), che nel caso attaale la serie ^S«/« si 

manterrà sempre indeterminata mentre le 8» convergono indefini- 
tamente a zero secondo la legge indicata, e così resta dimostrata 
completamente la proprietà enunciata. 

A questo poi si può aggiungere che per la prima parte del 

/•QO 

teorema del §. 249, quando l'integrale / f(x)dx non ha un valore 
determinato e finito, non ostante che f{x) sia finita e atta alla 

00 

integrazione in qualunque intervallo finito^ la serie y§«/« dovrà 

avere un limite infinito o mancare assolutamente di limite anche 

per quei sistemi di valori delle §| ,$),..., 8ni ••• pei quali essa 
è convergente fuori del limite. 

255. Dimostrati ora questi teoremi, noi possiamo dire eviden- 
temente di avere risposto alle questioni sollevate al §. 248 intomo 
alla definizione degli integrali estesi a intervalli di ampiezza 
infinita, come possiamo dire di avere già fatte quelle estensioni 
dei teoremi IJ" e S."" del §. 190 delle quali parlammo in principio 
del §. 248 stesso. 

Teniamo conto infatti dei teoremi 7,'' e 8."" del §. 190, o dei 
corrispondenti modificati come si disse in nota al §. 249, e teniamo 
conto della formola (37), che come già abbiamo detto sussiste 

tutte le volte che V integrale / f(x)dx ha un valore determinato e 

finito, e se non per tutti i sistemi di valori delle 8^ , S^ , . . . 8n . . • 
almeno finché esse sono formate con leggi determinate. Con ciò 
noi potremo immediatamente concludere che qtiando f{x) è finita 
e atta alla integrazione fra a e oo , indicando con A^^ , /^ , . . . . ft^ 
numeri determinati compresi fra -lei (—1^1 inclus.) si hanno 
sempre le formale seguenti : 
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8/i = / f(x)dx + A,^8.D, , 

/•a+8,+8j 00 



00 r*^ 00 

tutte le voUe che le S^^ S^^..,^ 8n^.., costituiscono un sistema di 

00 

valori pei quali la serie 2^»^» ^ convergente; e di tali sistemi di 

valori delle 8| , S^, . . . , 8m, . . . we esiste sempre un numero infinito; e 
questo evidentemente estende appunto i teoremi 7J* e 8.** del §. 190. 
256. Per estendere anche i teoremi dei §§. 191 e seguenti, 
diciamo prima che noi d^ora innanzi riguarderemo il +oo e il — oo 
come valori speciali di x pei quali una funzione f{x) potrà avere un 
valore determinato finito o infinito che indicheremo respettiva- 
mente con /"(oo ) o con /*(- oo ) ; e diciamo anche che una funzione 
f{x) data in un intervallo infinito sarà riguardata come continua 
per a; = 00 o per x = — oo , quando il limite dei suoi valori 
preso per a; = oo o per «=—00 sia determinato, essendo però 
finito o infinito, e sia il valore corrispondente della funzione 
f{oo) o f{—co). 

Allora con leggiere modificazioni in qualche enunciato le pro- 
prietà date ai §§. 43 e seg. per le funzioni finite e continue in un 
intervallo finito si estenderanno anche alle funzioni finite e con- 
tinue in un intervallo infinito; come si estenderanno pure quelle 
proprietà che abbiamo dato nel capitolo precedente intomo alle 
derivate e agli estremi oscillatori! dei rapporti incrementali ; e in 
particolare estendendo le proprietà che si dettero al §. 149 si 
scorge subito che se, trattandosi p. es. delV intervallo (a, 00), si 
troverà che per a;=oo uno degli estremi oscillatorii dei rapporti 
incrementali ha un limite determinato (finito o infinito), allora 
altrettanto accadrà anche degli altri estremi oscillatorii, giacché 

98 



— 00 e 00 



— 354 — 

se p. es . il detto limite è finito ed è A, quando p sia sufficiente- 
mente grande, e y sia un numero qualunque positivo, fra p e P+t 
tutti quanti gli estremi oscillatorii difieriranno da A tanto poco 
quanto si vuole (§. 146) e quindi avranno per limite A. E perciò, 
seguendo l'analogia con quel che accade pei valori finiti di a;, nel 
caso che uno degli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali 
di una funzione finita e continua /(a?), o la sua derivata a destra 
o quella a sinistra quando esistono, abbiano un limite determinato 
per a:=oo , chiameremo questo limite la derivata di f{x) per a;=oo . 
257. Ammesse ora queste definizioni, da quanto si dimostrò 
nel §. 231 e dalla definizione degli integrali presi in intervalli di 
ampiezza infinita, si dedurrà immediatamente che se f(x) è una 
funzione atta alla integrazione fra a e oo o fra a e — oo , o fra 

rx rx rx 

, gli integrali j f(x)dx^ 1 f{x)dx^ 1 f{x)dx^ considerati 

JcL J— 00 */— 00 

come funzioni di x saranno funzioni finite e continua per tutti i 
valori di X che cadono negli intervalli corrispondenti (a , oo ) , 
(-00 , a) , (— 00 , 00 ), e m particolare anche per x^co o a;= -oo . 

Si osservi poi che, considerando p. es. P integrale / f{x)dx e 
rx ^C' 

ponendo F(a:)= / f{co)dx , si vede subito che, per valori finiti 

JCK. 

di X con h sufficientemente piccolo in valore assoluto si avrà: 

h ^"*' 

essendo 9», % un numero compreso fra il limite superiore e inferiore 
dei valori di f{x) nell' intervallo (a?, .r+A), talché gli estremi oscil- 
latorii dei rapporti incrementali p. es. destri di ¥{x) nel punto x 
saranno compresi fra i limiti entro cui varia f{x) mentre x passa 
da a; a un punto a destra comunque vicino x-^h. Si dedurrà 
immediatamente da ciò che se f{x) è atta aUa integrazione fra a 

rx 
« 00, e per a? =00 è finita e continua, V integrale 1 f{x)dx oUre 

essere una funzione di co finita e continua per tutti i valori di x 
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fra a ^ 00 (oo incl,) godrà anche della proprietà di avere la sua 
derivata determinata e ugtiàle a f{Qo ) anche per x=co ; e resterà 
così pienamente estesa anche la proprietà degli integrali definiti 



h 



X 

a 



f{x)dx che assegna loro per derivata /(a) in tutti i ponti a nei 



qaali f{x) è continua, ec. . . . (§. 232). 

258. Si aggiunge poi che, trattandosi sempre p.es. dell'iute- 



graie / f{a:)dx , si può ora estendere anche il teorema del §• 233 

dicendo che se f{x) è una funzione atta alia integrazione in qua' 
lunque porzione finita dell'intervallo (a , oo ), e se ed tempo stesso 
Y{x) è una funzione che è finita e continua per tutti i valori di x 
in questo intervallo non escluso il valore oc^ , e per tutti i valori finiti 

rx 
di X rappresenta Vintegrale 1 f{x)dx aU'infuori di una costante, 

per modo che si ha sempre: 

(40) F{x) — F(a) = ff{x)dx , 

Ja 

allora la funzione f[x) Sarà atta alla integrazione anche netPin^ 
tervaUo infinito (a , oo ), e la formala (40) sussisterà anche per 
x^=ioCf per modo cioè che si avrà: 

Xoo 
f(x)dxi 

giacché evidentemente sussistendo sempre la (40) per tutti i valori 
finiti di a?, e il suo primo membro per a?=oo avendo un limite 
determinato e finito F(oo )-F(a), altrettanto accadrà del secondo 

••00 

membro, e perciò l' int^frale / f\x)dx avrà^un valore determinato 

•/a 

e finito che sarà appunto F(oo) — F(a). 

259. Questa osservazione potrà talvolta essere utile per rico- 
noscere se una funzione f[x)^ atta alla integrazione in ogni por- 
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zione finita di un intervallo infinito (a, oo), sia tale anche in 
questo intervallo (a, oo ). Essa poi evidentemente permette subito 
di asserire che se f{x) è una funzione finita e continua fra a e co 
(oo inclus.)^ e in ogni punto x a distanza finita ammette p, es. una 
derivata a destra determinata dx o anche soltanto un estremo oscil- 
latorio \x dotato delle proprietà che si richiedono (§§. 234 e seg.) 
perchè per ogni valore finito di x si abbia: 

ìdjx, o f{x)-f(a)=h^, 



aUora si avrà anche : 

•00 /•oo 

/(oo)-/ra)= ì dyix, o fica)-f{a)= / X^, 



J/»00 /•< 

f<?^, o fioo)-f(a)=h 
a *^a 



vale a dire la formola (41) sussisterà anche per x=co . 

260. Osservazioni del tutto simili a quelle che abbiamo fatte 
nei §§. 197% 198% 199% e 238.^ pel caso degli intervalli di inte- 
grazione di ampiezza finita, noi potremmo farle ora anche pel 
caso degli intervalli di ampiezza infinita; e così riassumendo noi 
possiamo aiOPermare che ^ ciò che accade dal lato della integrabilità 

• in un intervallo finito o infinito per le derivate a destra, o più 
-* generalmente per un estremo oscillatorio di una funzione finita 
^ e continua nello stesso intervallo, accade pure per le derivate a 
** sinistra (quando esistono) o per gli altri estremi oscillatorii . 
e ciò quand'anche la detta derivata o il detto estremo oscillatorio 
non siano sempre finiti, intendendo però al solito che nelV inter- 
vallo dato o in ogni sua porzione finita (se è infinito) le dette 
quantità se divengono infinite lo divengano soltanto in gruppi di 
punti di prima specie. 

E si può aggiungere che " se nell'intervallo finito o infinito 

* nel quale si considera, uno degli estremi oscillatorii relativi a 
** una funzione finita e continua è d'integrale nullo (essendo ancora 
** finito, o infinito nei soliti gruppi di punti di prima specie), 
^ accadrà lo stesso degli altri estremi oscillatorii, e la funzione 
' sarà sempre costante,; e ** se due funzioni finite e continue in 
' un dato intervallo finito o infinito saranno tali che uno degli 
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'^ estremi oscillatorii della prima e uno di quelli della seconda siano 
' atti alla integrazione (essendo al solito finiti o infiniti) e siano 
' uguali fra loro o tutt'al più differiscano per una funzione dMn- 

* tegrale nullo, le due funzioni saranno uguali o differiranno fra 

* loro per una quantità costante ». 

Inoltre si può dire che ' quando una funzione f{x) finita o 
" infinita nelP intervallo finito o infinito nel quale si considera è 

* atta alla integrazione, la ricerca della funzione integrale F(a?) 
' per la quale si ha : 



-F(a)=n 



P(ar)-F(a) = / f(_x)dx , 

'^ si ridurrà sempre a quella di una funzione finita e continua di 

• cui un estremo oscillatorio sia uguale a f(x)^ o ne differisca per 

* una funzione d'integrale nullo „; e questo risultato generalissimo 
riporta evidentemente a tutte le funzioni atte alla integrazione 
la definizione dMntegrale che si dà ordinariamente nei trattati, 
col sostituire però alle derivate della funzione integrale gli estremi 
oscillatorii dei suoi rapporti incrementali, ec. . . . 

261. Gercando^di estendere il teorema del §. 204 si trova che: 
se, essendo a un numero finito, o essendo a= — oo la funzione f{x) 
è finita e atta alla integrazione fra a e oo, e per ogni valore finito 
di X e superiore ad o, si ha: 






)dx <; A ; 

e ff{x) è un àUra funzione di oo che da a a eoe sempre positiva e 
finita e non va mai crescendo, la funzione /1[^)9(^) sarà atta alla 
integrazione fra a ^ oo (§. 245) e si avrà: 

Xoo 

per ogni valore di x compreso fra a e oo {a e oo indus.). 

Supponendo infatti dapprima che a sia finito, e osservando 
che per ogni valore finito di x si ha (§. 204): 

rx 

»?(«)< / /l[a?)<p(a?)da?<A(p(a) , 
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e che r integrale / f(xyf(x)dx ha per valore determinato e finito 

•/a 

(§. 245), 8Ì intende subito che questo integrale potrà tutt'al piii 

eguagliare uno dei limiti estremi atp(a) , A^(a), ma non mai uscire 

dagli stessi limiti, e quindi per a finito si avrà la formola (42). 

Se poi ass — 00 , essendo ancora ^ <! / f{x)dx <C A, allora 

•^—00 

per qualunque valore positivo e finito ma comunque grande di p, 
e per qualunque valore finito di x superiore a — ^p, si avrà: 

r-p rx r~p 

a— / f{x)dx< I f{x)dx<k— j f(x)dx, 
e quindi sarà (§. 204): 
^a-j*f{x)dx]^^-^)<Jj{xyp(x)dx< JA-jr/'(x)(to|y(-p); 

e poiché il prodotto f(iJCìyp{x) è atto alla integrazione fra - oo e oo 
(§. 245), si potrà anche scrivere: 

a- f f{x)dxL{-^^)+ ff{xyp{x)dx< ff{xypix)dx< 

9/~~Ctì ' •/—OD •/— 00 



< 



talché, colPosservare che per p=oo V integrale I f(x)dx ha per 

J -co 

limite zero, e tf{ — P) ha un limite determinato e finito ff{ — oo ), e 
che in conseguenza il primo e Pultimo termine di questa formola 
differiscono tanto poco quanto si vuole da a^{— oo ) e da A9(— oo ) 
respettivamente, si vede subito che per qualunque valore finito 
di X sarà: 

rx 

af(— oo)^ / /l^>p(^>^^-^?(— «^); 
•/-oo 
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donde facendo crescere x indefinitamente per valori positivi si 
troverà ancora la formola (42) quando in essa è supposto a= -co . 
262. Una estensione simile potrebbe farsi dei teoremi dei 
§§. 205, 206 e 207; e in particolare estendendo le considerazioni 
dei §§. 211 e 212 si può ora affermare che: se, essendo a un numero 
finito essendo a= — oo , la funzione f{x) fra a e oo è finita e 
atta alla integrazione, e passando x da a a oo la funzione (p{x) 
non è mai negativa e non va mai crescendo, si avrà la formola: 



f{x)^x)dx==f{a) / f(x)dx, 



essendo x' un valore determinato di x compreso fra a « oo . 

Di qui poi coi ragionamenti del §. 213 si trarrà la estensione 
della formola di Weierstrass del §• 213 stesso al caso in cui nel- 

TP 

l'integrale / f{x)(p{x)dx uno o tutti e due i limiti sono infiniti; 

giacché se ^=oo , e f (x) non va mai decrescendo da a a oo , 
essepdo però sempre inferiore a un numero finito, allora, tanto 
nel caso di a finito quanto in quello di a= — oo , applicando la 
formola precedente col cangiarvi (p{x) in y(oo ) — ^(x), si troverà 
Taltra: 

X^ rx' 

f{x)\ff{co)—tf{x)\dx=\^co)'^{a)\ \f{x)dx, 

ovvero : 

^00 ^a;' /*cx5 

/ f{xyp{x)dx=f{a) I f{x)dx + (p{cx>) / f(x)dx , 
Ja Ja ^x* 

ove x' è un valore di x compreso fra a e oo ; e nel caso che la 
funzione 9(07) da a a 00 non vada mai crescendo, restando però 
sempre inferiore in valore assoluto a un numero finito, allora 
applicando le formole trovate col cangiarvi 9(0?) in y(a) — ^(a?), 

si otterrà Taltra: 

Xoo /«oo 

^x) { 9(a)-?(a;) \dx==\ 9(0)'- K" ) | / ÌW« 1 
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ovyero : 

f{xyp{x)dx = ^a) I f{x)dx + ^<» ) / f{x)dx , 

per modo che si può dire che la forinola di Weierstrass: 

/ f{ii(^yp{^)dx=fp{a) j f(x)dx + ^(P) / f[x)dx , 

che noi abbiamo data al §. 213 sussiste per qualunque intervallo 
finito infinito (a, p) | a == — oo e p = oo incl. ! tutte le volte 
che da a a p la funzione f\x) è finita e atta alla integrazione, e la 
funzione <f{oo) è sempre numericamente inferiore a un numero 
finito e non va mai crescendo o non va mai decrescendo. 

263. 1 teoremi dei §§. 211 e seg. che ora abbiamo estesi al 
caso in cui uno dei limiti delP integrale che si considera sia infi- 
nito, applicati agli integrali definiti singolari possono talvolta 
servire utilmente anche per riconoscere se una funzione sia atta o 
nò alla integrazione fra limiti infiniti. Oltre poi a questi teoremi 
si ha anche il seguente che è del tutto simile a quello che si dette 
al §. 239, e che serve benissimo allo scopo ora indicato in un 
immenso numero di casi. 

Se la funzione f{x) è atta àUa integrazione fra a e un numero 

/•oo 

finito ma grande quanto si vuole e positivo p, Vintegrale 1 f{x)dx 

•/« 

avì'à un valore determinato e finito tutte le volte che la funzione 
stessa f{x) per d?=co diviene infinitesima di ordine superiore o 
uguale o anche soltanto non minore (§. 27) di quello di una qua- 
lunque delle funzioni: 

1 1 1 

a7«+f* ' a;(loga?)*+f* ' a?loga?(log^a;)«+:^ ' ' ' * 

nelle quali ^èun numero determinato differente da zero e positivo; 
e lo stesso integrale sarà invece infinito tutte le volte che la fun- 
zione f(x) a partire da un certo valore di x fino all'infinito non 
cangia mai di segno, e col crescere indefinito di x si mantiene 
discosta da zero piti di una quantità determinata, o diviene infini- 
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tesima di ordine inferiore o uguale o anche soltanto non maggiore 
di quMo di una qualunque delle funzioni: 

1 1 1 

X ' a? log» ' a?loga?log*a? ' " " 

La dimostrazione di questo teorema si tk con ragionamenti 
del tutto simili a quelli del §. 239. 

Per la prima parte infatti si osserva che, dietro le ipotesi 
fatte, esisterà un numero P' tale che per tutti i valori di x che gli 
sono superiori una delle quantità: 

/(a;)a?*+f*, /(a;)a:(loga?)*+f*, /"(a?) allogo? (log«i»)*+^,. .. . 

sarà sempre numericamente inferiore a una quantità finita e posi- 
tiva e, e quindi per p^P' e f qualunque ma positivo, V integrale 

definito singolare f f[x)dx sarà numericamente inferiore a una 

delle quantità: 

'P+T /»P+T rP+T 

dx 



dx l dx I 



a;loga:(logir)*+?* 
'P ^? ^P 

talché, osservando anche che queste quantità sono respettiramente 
uguali alle altre: 

e f\ 1 \ ci 1 1 

t^U** (p+Tfr t«.i(iogpr aog(p+T)7 

ìf.\(\ogW [log'(P+T)?)"" 
che per p crescente indefinitamente tendono a zero qualunque sia 
il numero positivo Y) si concluderà subito che altrettanto accade 

deir integrale definito singolare suindicato / f{x)dx^ e in conse- 

/•oo ./p 

guenza P integrale / f{x)dx ha un valore determinato e finito. 

Per dimostrare ora anche la seconda parte del teorema enun- 
ciato, osserviamo che, per le ipotesi fatte, a partire da nn certo 
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valore finito 7 di rp la funzione f{x) col crescere sempre più di x 
non passerà mai per zero e conserverà sempre lo stesso segno, e 
poiché indicando con p un numero qualunque maggiore di y si 
può scrivere: 

\nx)dx^ f}(x)dx+ ff(x)dx, 
Ja •/« •/y 



a 



f{x)dx basterà cercare il limite 

dell'integrale / f{x)dx per p=oo . 

Ma indicando con e una quantità differente da zero e positiva, 
sempre per le ipotesi fatte, si vede subito che l'integrale 

f(x)dx è numericamente maggiore di una delle quantità: 
a 

,p ^p ^p 

dx 



JOL 



J?^''!'-^-'!^'-'!' 



irloga?log*a; ' 



le quali sono respettivamente uguali alle altre : 
c(P— t), cOogp— logY), c(log«p—log27) , c(log»p— log»T) , . . . 
che crescono indefinitamente con P; quindi si conclude che 

lim / f(x)dx=±co y e perciò / f{x)dx=±Qo ^ e questo dimo- 
jS=oo*/y •^a 

stra anche la seconda parte del teorema enunciato. 

264. E poi da notare che l'ultima parte del teorema dimo- 
strato può effettivamente cessare di sussistere quando, contraria- 
mente a quanto abbiamo supposto nell'enunciato, la funzione f{x) 
col crescere indefinito di x cangi continuamente di segno. 
E infatti, considerando p. es. gli integrali : 

J/»00 /»00 /•OO /^OO /«OO 

' -dx. I —i=dx. I cossc^dx. 1 senx^cto, / Jxcoax^dx... . 

nel primo dei quali b è una costante qualunque diversa da zero, 
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e nelVultimo la fanzìone sotto il segno integrale col crescere 
indefinito di x prende anche valori indefinitamente grandi nume- 
ricamente, si trova che essi hanno valori determinati e finiti, 

mr 

giacchà considerando i loro integrali definiti singolari / , e 

applicandovi la integrazione per parti ordinaria, col prendere per 
fattore differenziale pel primo integrale sen òo^do;, pel secondo 
sena?(2x, pel terzo e pel quinto cosx^2a;(2x, e pel quarto 8ena;^2a?{{^, 
in forza della prima parte del teorema dimostrato si trova subito 
che questi integrali definiti singolari hanno tutti per limite zero 
per p=oo , e quindi gli integrali dati hanno tutti valori deter- 
minati e finiti (§. 243). 

265. U calcolo degli integrali definiti, e la dimostrazione di 
' alcune loro proprietà, si fanno spesso appoggiandosi sui metodi 
detti dMntegrazione per parti, dMntegrazione per sostituzione, e 
dUntegrazione per serie, ed è utile quindi che spendiamo qualche 
parola anche intorno a ciascuno di questi metodi successivamente, 
esponendoli con tutta la generalità di cui essi sono suscettibili. 

Siano perciò u e v due funzioni di x finite e continue in 
tutto un intervallo (a , p) che dapprima supporremo di ampiezza 
finita; e indicando con X^ uno degli estremi oscillatorii dei rap- 
porti incrementali di u, e con \ uno degli estremi oscillatorii dei 
rapporti incrementali di v in questo intervallo, supponiamo che 
questi estremi oscillatorii X^ e X^ siano atti alla integrazione nel- 
r intervallo stesso (a, P); e se sono infiniti in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie, ammettiamo di avere verificato 
che negli intervalli nei quali sono finiti (e quindi anche in tutto 
r intervallo (a, p) §. 248) essi sono atti alla integrazione, e che 
uno almeno dei prodotti u\ e v\^ resta atto alla integrazione 
antìhe in intorni dei punti d'infinito di X„ o X^ (*). 

(*) Giova notare che la condizione che qui poniamo che ^« e K sl&no atti alla 
integrazione fra a e 3 , dietro quanto si disse ai §§. 197, 198, 288 equivale alFaltra 
che « e « siano funzioni di x della forma: 

•/« Jql 

ove a e 6 sono costanti, e «i e 9| sono funzioni di x atte ali* integnuione fhi « e j3 lo 



— 364 — 
Con qaeste condizioni dico che si atra sempre Li formola: 

(43) / u>^x= luvj— I ff^dx , 
alla quale può sostituirsi anche Taltra: 

(44) JuVdx^lmf— jvVdx, 

ove V e IT differiscono da Xv e X« per funzioni d' integrale nullo, 
e {uvj rappresenta la differenza dei valori del prodotto uv ai 

limiti a e p degli integrali. 

Per dimostrare queste formole che costituiscono il metodo 
d^ntegrazione per parti sotto la sua forma più generale, giacché 
nel caso che u e v abbiano le loro derivate u' e v' determinate e 
atte alla integrazione fra a e ^ si può prendere 'ku=^u\ e Xt=v\ 
e allora si ritrovano le formole ordinarie del Calcolo differenziale, 
incomincieremo dal considerare il caso in cui Xm e X» sono sempre 
finite fra a e p. 

Allora, per le ipotesi fatte, le funzioni uXv, t^X^, e così la loro 
somma ukw-^-vku^ saranno atte alla integrazione fra a e P; e, se 
immaginiamo scomposto V intervallo (a , p) in intervalli parziali 

8| , ${,..., 8h, sarà facile vedere che la somma ^(tiXv-l-t'Xu) 8« , 

ove con (uk»'\'Vku\ abbiamo indicato un valore di fiX^-j-fX^ com- 
preso fra i limiti inferiore e superiore dei valori di questa quantità 

quali non possono allora differire da X» e ^ respettivamente altro che per fanzioni 
d*integrale noUo. 

Nò è da dimenticare che se ano degli estremi osoillatorli X|» dei rapporti incre- 
mentali di ona fanzione finita e oontinoa u ò atto alla integrazione fra oc e 6 , anche 
gli altri estremi oscillatorii per la medesima funzione u godranno della stessa pro- 
prietà, e i loro integrali saranno tutti ogoali fra loro. E se U e V sono due fanzioni 
che fra a e J3 sono atte ali* integrazione insieme al loro prodotto U Y, e U| e V^ non 
differiscono da U e Y altro che per fanzioni d'integrale nullo, anche il prodotto U^V| 
sarà atto alla integrazione fra a e |3, e si avrà: 

J a . Jet 
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neir intervallo S«, ha per limite la differenza [uv] quando le S, 

convergono a zero. 

Per questo ricordiamo che i limiti inferiore e superiore degli 

estremi oscillatorii dei rapporti incrementali ! — -^ di 

una funzione f{x) in un dato intervallo comprendono i valori dei 
rapporti incrementali medesimi nei punti x dello stesso intervallo 
finché in questo intervallo sono compresi anche i punti x-^h; e 
quindi, se (k^) e (kv) sono i valori di X^ e X» in un punto di una 
porzione qualsiasi S dell'intervallo (a, ^) nella quale le oscilla- 
zioni di Xn e Xv sono respettivamente D e D', i valori di X^ e 
quelli dei rapporti incrementali di u nella stessa porzione saranno 
compresi fra (k») — De (X,4)-f-D , e quelli di X» e dei rapporti 
incrementali di v saranno compresi fra (Xt) — D' e (X»)-f-D', o in 
altri termini i primi di questi valori potranno rappresentarsi 
con (Xu)+tDi e i secondi con (X»)-f-T'D', essendo f e y' numeri 
compresi fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 inclus.). 

Indicando dunque con d e d' le oscillazioni ài u e v nella 
porzione S ora indicata, e osservando che se a e ò sono gli estremi 
di questa porzione si ha : 

8 = u{b) g— + t;(a) g , 

si vede subito che sarà : 

««(6Mft)-K«M«) ^„^^,X.-Pf,da,+YT)'HT,d'(X>+YD)+TW-fT«>D, 

essendo u, f , X^ , Xv i valori di queste quantità stesse in un mede- 
simo punto qualsiasi dell'intervallo 2, e essendo f , 7', 7^, 7^ 
numeri compresi fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.); quindi, moltiplicando 
questa formola per S, e poi, applicandola a ciascuno degli inter- 
valli 8| , S) , . . . , Sm nei quali è stato scomposto l'intervallo totale 
(a, p), e sommando, si troverà subito: 

«(P)tKP)-«{«>(«)=C««']^-|('à.+«'U«.4To^..|«.<'.+ 



■^-f^ , . £«.«l'.+Y'««oÌ«.D'.+To'»oS«J>. , 
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avendo ora indicato coir indice s i valori corrispondenti air in- 
tervallo S«, con X«,o, Kyoì ^0 9 ^0 ^ lioiiti superiori dei valori 
assoluti di X», Xr, u e i?, e con 7q, y'q, •("q, y'^q nuovi numeri 
compresi fra — 1 e 1 (questi limiti inclusi); e ora, osservando 

che per le ipotesi fatte le somme VS.d, , 2'»^'»» S^»^*' 2^*^'* 

air impiccolire indefinito degli intervalli 8|, S^i**** ^mi hanno 
tutte per limite zero, si concluderà subito che il limite della 

somma \(tiXf-f-t'XM)^S« è precisamente [uv] ; e questo dandoci 

p rP 

[uv] = I (uk»-\'vK»)dx, coU'osservare che anche wX» e vku sepa- 
a Ja 

ratamente sono atte alla integrazione, ci conduce subito alle for- 
mole (43) e (44) le quali restano così dimostrate nella ipotesi 
di Xm e Xv sempre finite e atte alla integrazione fra a e ^. 

Dimostrate ora queste formole nel caso che X^, e X» siano 
sempre finite, si passa immediatamente al caso in cui uno o tutti 
e due questi estremi oscillatorii sono infiniti in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie, pure essendo atti alP integra- 
zione in qualunque intervallo nel quale sono finiti, e quindi anche 
nell'intiero intervallo (a, p) (§. 238). 

Essendo infatti uv una funzione finita e continua di a; in 
ogni punto fra a e p, e avendo ora dimostrato che per tutti quei 
valori di a e di 0? pei quali T intervallo (a, x) non comprende 
punti d' infinito né di Xn, né di Xv si ha: 



= / (wX 



(45) [mv] = / (wX. + t;Xtt)cto , 

« Ja 

basta applicare il teorema del §. 233 per concluderne intanto che 
la funzione uk9-\-v'ku é atta alla integrazione in tutto P intervallo 
(a, P), e che questa formola (45) sussiste per tutti i sistemi di 
valori di a e di X che cadono nell'intervallo (a, P). 

Ma per questo, e per la ipotesi che abbiamo fatta in principio 
che cioè sia stato verificato che anche negli intorni dei varii punti 
d' infinito di ciascuna delle funzioni Xm e X» una almeno delle due 
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fanzioni uk» , t^X^ à atta alla integrazione, s' intende subito che 
altrettanto accadrà anche delP altra di queste due funzioni, e 
quindi la formola (45) potrà anche scriversi sotto la forma: 



^ rx rx 

I = I MXfcto+ / vi 
a Ja Ja 



[ut?] = / MXfcto+ / vK^dx 



dalla quale si hanno subito le (43) e (44) ; talché queste formolo 
generali d* integrazione per parti restano così pienamente dimo- 
strate per tutti i casi in cui Je funzioni u qv sono finite e conti- 
nue, e quelle X» e Xv degli estremi oscillatorii dei loro rapporti 
incrementali sono sempre finite, e atte alla integrazione fra a e p, 
o se divengono infinite lo divengono soltanto in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie e in modo che negli intervalli 
nei quali sono finite esse siano atte alla ìntegrazioìie, e negli 
intomi dei punti d^ infinito una almeno delle due funzioni uX», 
vku sia atta anch^essa alP integrazione. 

In particolare dunque le formole d^ integrazione per parti (43) 
o (44) sussistono quando gli estremi oscillatorii X^ e X« delle fun- 
zioni u Q V sono atti alP integrazione nelP intervallo che si consi- 
dera, e sono sempre finiti, o almeno se divengono infiniti non 
lo divengono mai insieme, perchè allora siamo sicuri che negli 
intorni dei punti d^ infinito di X« e X> uno almeno dei prodotti 
1^, rXi* è sempre finito; come anche le formole (43) e (44) sussi- 
stono nel caso in cui, pur divenendo infiniti in un punto uno o 
tutti e due gli estremi oscillatorii X^, e. Xv, p. es. X^, esso resta 
atto alla integrazione anche riducendolo ai suoi valori assoluti, o 
almeno negli intomi di quel punto la funzione X^ stessa non ha 
altri punti d* infinito, e la funzione v non fk un numero infinito di 
oscillazioni, in modo da esser sicuri (§§. 226 e 227) che in questi 
intorni il prodotto t^X^ è atto alla integrazione. 

266. E poi da osservare che presa la formola dMntegrazione 
per parti sotto la forma (44) può dirsi che essa sussista quando 
n e Y sono funzioni atte alla integrazione fra a e ^ e non diven- 
gono infinite insieme, o almeno si trova che anche negli intomi 
dei loro punti d^ infinito uno dei prodotti uY, t'U di una di esse 
per r integrale dell'altra ò atto all'integrazione; come n può 
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notare altresì che le forinole dMntegrazione per parti possono 
porsi sotto la forma: 

(46) iuYdx =lu j Ydx\ — f^f jYdx^dx , 



o anche sotto Paltra: 



<«> J}U}'')HU}'') iJI^")WilH 



Ydx]dx^ 



nelle quali a e 6 sono due valori qualunque fra a e p, e U e V 
sono funzioni atte alla integrazione pure fra a e p, e negli intomi 

dei loro punti dMnfinito uno almeno dei prodotti IT / Ydx^ 

y / Uefo è atto esso pure alP integrazione. 



267. Osserviamo inoltre che la formola dMntegrazione per 
parti (43) è applicabile quando le funzioni m e v che vi compari- 
scono sono finite e continue, e al tempo stesso gli estremi oscil- 
latorii Xm, Xv, oltre essere atti alla integrazione negli intervalli 
nei quali sono finiti, sono tali altresì che la presenza dei punti 
d^ infinito fra a e p di quéste quantità non fa sì che la formola 
stessa divenga priva di significato; giacché se i suoi termini o 
anche due soltanto fra essi hanno un significato saranno soddi- 
sfatte tutte le condizioni che si richiedono perchè essa sussista 
rigorosamente. Se poi uno almeno dei due integrali che vi com- 
pariscono sarà infinito o indeterminato, allora altrettanto accadrà 
delValtro integrale, o u e t? non saranno più tutte e due finite e 
continue; e viceversa, se si presenta quesVultima circostanza 
rispetto a u e v, uno almeno dei due integrali che figurano nella 
formola stessa sarà infinito o indeterminato ; talché in ogni caso 
Papplicazione della formola (43) d^ntegrazione per parti potrà 
anche servire a farci riconoscere se una funzione sia atta o nò 
alla integrazione ih un dato intervallo. 

E aggiungiamo che propriamente per la validità della for- 
mola (48) non à neppure necessario supporre che u e i? siano 



s 



I 
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finite e contìnue in tutto Tintenrallo (a, p), ma coi soliti metodi 
si vede che possono aversi delle singolarità in « e v in un numero 
finito o infinito di punti costituenti un gruppo di prima specie^ 
purché in questi punti resti ancora finito e continuo il prodotto 
uv delle stesse funzioni. 

Osservazioni analoghe possono farsi rispetto alle formole 
(44), (46) e (47). 

268. Passiamo ora a considerare il caso di un intervallo (a, oo) 
di ampiezza infinita, supponendo allora che u e v siano finite e 
continue per a?=oo nel senso stabilito al §• 256, o almeno per 
x=Qo sia finito e continuo il loro prodotta uv; e supponendo 
inoltre che la formola (43) sia applicabile in qualunque intervallo 
di ampiezza finita ma grande quanto si vuole (a, P). 

Allora, passando al limite per p-oo nella stessa formola (43), 
si vede subito che il metodo generale d^ integrazione per parti 
sarà applicabile anche fra a e oo , e si avrà: 

J/»00 QQ /•OD 

f uk^ = [uv\ — / vkudx, 

tutte le volte che una delle funzioni kX« , vk^ sia atta alla inte^ 
grazione fra un numero arbitrariamente grande x' e P infinito, 
o anche, più semplicemente, tutte le volte che i varii termini di 
questa formola presentino un significato determinato. E così in 
particolare può dirsi (§. 245) che il metodo sarà applicabile tutte 
le volte che una almeno delle quantità X» e X« da un certo valore 
di x' in poi fino air infinito sia atta ali* integrazione e resti sem- 
pre inferiore a un numero finito, e la funzione che la moltiplica 
V o u non faccia oscillazioni fra lo stesso numero e V infinito ; o 
tutte le volte che una almeno delle quantità X^ e X« resti atta alla 
integrazione fra a;' e oo anche riducendola ai suoi valori assoluti. 
Lo stesso dicasi delle altre formole: 

fOO 00 /•» 

uYdx = [uv] — j vVdXy 



analoghe alle (44) e (47). ^4 
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Qaì pure si deve osservare che quando u e v sono finite e 
continue anche per x^^^oo , o almeno è tale il loro prodotto, sic- 
come la formola (48) proviene dalla (43) con un passaggio al 
limite, si può dire che quando la (43) sussiste per qualunque valore 
finito di p, se avverrà che uno almeno dei due integrali che com- 
pariscono nella (48) sia infinito o indeterminato, altrettanto dovrà 
accadere dalPaltro. 

E se la formola (43) sussisterà per qualunque valore finito 
di p, ma una delle funzioni u e t?, o almeno il loro prodotto non 
sarà finito e continuo per ^ = oo, allora nno almeno dei due 
int^rali che compariscono nella (48) dovrà essere indeterminato, 
o infinito ec. . . . 

Osservazioni simili possono farsi sulle fonnole (49) e (50), e 
così il metodo dMntegrazione per parti può anche servire a giudi- 
care se una funzione sia atta o nò all'integrazione fra a e oo . 

269. Troviamo inoltre opportuno l'osservare che, a causa della 
formola (43) che noi abbiamo dimostrata pel caso che X^ e X» 
siano atti all'integrazione in tutti gl'intervalli da a e p, e pei 
teoremi del §. 238, noi possiamo anche concludere che se u e v 
sono due funzioni finite e continue in tutto nn intervallo finito 
(a, p) nel quale si trova che per ciascuna di esse uno degli estremi 
oscillatorii dei suoi rapporti incrementali X» , X« è atto alla inte- 
grazione, allora nello stesso intervallo gli estremi oscillatorii dei 
rapporti incrementali del prodotto uv non potranno differire dalla 
somma uk^-^vku altro che per una funzione d' integrale nullo. 

Questi risultati collegano sempre più la teoria degli estremi 
oscillatorii delle funzioni con quella delle derivate. 

270. Passiamo ora a occuparci del metodo d'integrazione per 
sostituzione, incominciando dal trasformare con questo metodo 

l'integrale / f{x)dx nell'ipotesi dapprima che l'intervallo (a, p) 

sìa finito, e che in esso la funzione f(x) sia atta alla integrazione. 
Indichiamo perciò con f^{y) una funzione di y data in un 
intervallo in cui sì trovano due punti a e 6 nei quali essa ha i 
valori a e p respetti vamente. Essendo t[>(y) una delle solite funzioni 
che qui consideriamo, che hanno un valore unico e determinato 
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in ogni punto dell* intervallo (a, b) nel quale sono date, è certo 
che i punti a eb saranno differenti; e noi, sopponendo dapprima 
che siano ambedue a distanza finita, li riguarderemo come estremi 
di un intervallo (a, b) nel quale ^y) à conosciuta, e in questo 
intervallo supporremo che <|>(y) sia continua e che col passare di y 
da a a & essa passi da a a p mantenendosi sempre crescente o 
sempre decrescente secondochè a<CP o cC>p, 

Allora ^(y) col passare di f/ da a a & prenderà tutti i valori 
da a a p e li prenderà una volta sola, per modo che ogni valore 
di 07 fra a e p potrà considerarsi come corrispondente a un valore 
determinato di ^ fra a e &, e viceversa; o in altri termini ogni 
valore x nel? intervallo (a, p) potrà riguardarsi come determinato 
dal valore corrispondente y nell* intervallo (a, 6) e viceversa, per 
modo che x potrà riguardarsi come una funzione di y nelP inter- 
vallo (a, b) definita dalla formola ^=4^(y)t e viceversa y potrà 
riguardarsi come una funzione di x nell* intervallo (a, p) definita 
da una formola |/=7(^), ove ^(x) è una funzione di x {funzione 
inversa di ^{x) ) tale che se per un valore a^ di f/ fra a e 6 si ha 
(j>(y)=a| il valore di rp{x) per x=a^ è precisamente a^. 

La funzione f{x) inoltre potrà anche riguardarsi come una 
certa funzione F{y) di y nelP intervallo (a, b) che potremo indicare 
con /'[^'(l/)]; e quando tutte le funzioni di cui parliamo siano 
funzioni analitiche, questa funzione F{y) si otterrà effettiva- 
mente, come funzione analitica di y^ ponendo in f(x) per x il suo 
valore ^y). 

Ciò premesso, sarà facile dimostrare che se hp è uno degli 
estremi oscillatorii dei rapporti incrementali di ^{y) per y com- 
preso fra a e ò, ed è atto alP integrazione in questo intervallo, la 
funzione ^^(y)]^> sarà atta essa pure alP integrazione nel mede- 
simo intervallo, e si avrà la formola: 

(51) ff{x)d^ = fm{v)ÌH dy , 

che, se X^ = (I>'{j/), si riduce alla formola ordinaria del metodo 
dUntegrazione per sostitnzione. 

Supponiamo infatti dapprima che fipii) sia sempre finita fra 
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a e p, e X^ sia essa pure sempre finita fra a e ^ ; e immaginiamo 
scomposto r intervallo (a, b) in intervalli parziali S'^ , S'^, .. ., §'« 
piccoli a piacer nostro, supponendo anche, per fissale le idee, che 
sia a<J. . 

A questi intervalli 8'| , S^^ , . . . , S'n relativi ad y ne corri- 
sponderanno altri d| , S« , . . . , Sn relativi ad x nei quali verrà a 
scomporsi P intervallo (a, p), e i cui estremi si determineranno per 
mezzo della formola a^=^(y); e siccome ^(y) è continua fra a e p, 
pel teorema di Gantor (§. 42) si potranno prendere gli intervalli 
^'f f^'i f • • • 9 ^H talmente piccoli che gli intervalli 8| , S^i , . . . , S» 
siano tutti inferiori a quel numero che più ci piace a. 

Inoltre per le nostre ipotesi si avrà (§. 198 nota) S«^=X«S'« , 
essendo X, un numero determinato compreso fra il limite inferiore 
e il limite superiore di X^ nelP intervallo S\ ; quindi, se f(Xs) è il 
valore di f{x) corrispondente al punto x» nelP intervallo S«, e ^« è 
il valore di y che corrisponde a Xg nelP intervallo S'«, avremo: 

|m*.) =|n:'I'(y.)>.8>|/r<|'(y.)]V8'.+|/T<Ky.)] (x, -x.)8'. , 

ove Xy, è il valore di X^ nel punto y,; e poiché f(x) è atta alla 
integrazione fra a e ^, e col crescere indefinito di n la somma 

n 

2^t^(y*)](^^#"*^)^'* ^* P®^ limite zero perchè X^ è pure atta alla 
integrazione fra a e 6, e si ha in valore assoluto: 



»i 



ove L è il limite superiore dei valori assoluti di f(x) fra a e p, si 
vede subito che passando al limite si otterrà; 

rp n . 

J f(x)dx = lim^/t*(y.)] Xy, 8'. , 

e quindi evidentemente per dimostrare la formola (51) basterà 
mostrare che la funzione /[<|>(y)]Xt^ è atta alla integrazione &a a e 6. 
Ciò risulterebbe subito dal teorema sulla integrabilità dei 
prodotti, quando la integrabilità di /T<Ky)] fra a e 6 potesse dirsi 
conseguenza immediata di quella di f{x) fra a e p, ma poiché ciò 
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non si vede chiaramente a meno che non si polìganò altre condi- 
zioni limitative per f{x) o per ^{y\ occorrerà procedere altrimenti. 

Osserviamo perciò che, sussistendo evidentemente la parti- 
colarità ora indicata nel caso speciale in cui f{x) sia costante fra 
a e p, potremo supporre che f{x) sia sempre positiva ; poiché, ove 
noi fosse, basterebbe considerare invece di f{x) la funzione f{x)-\-e 
ove e è una costante scelta in modo che f(x)+c sia sempre posi- 
tiva fra a e p. 

Ma anche X^ nei punti y ove è differente da zero fra a e p 
sarò sempre positiva o sempre negativa perchè ^(y) è sempre 
crescente o 'sempre decrescente quando y varia da a a P; quindi, 
supponendo p. es. che X^ ove è diversa da zero sia sempre positiva^ 
e indicando con X'« e A'« i limiti inferiori e superiori di Xj, nel- 
l'intervallo 8',, con 1$ e L, quelli di f{x) nell'intervallo §#, e con 
D'« l'oscillazione di /]^t|)(y)]X^ nell'intervallo 8«', avremo evidente- 
mente: 

ovvero: 

, D; ^ L.(A'.-X',) + X'.(L,- 1.) , 

e quindi, osservando che X'«S'« ^ St « si potrà scrivere anche: 

D',8'. ^ L(A'.-X',)8',+ (L.-i,)8, , 

essendo L il limite superiore dei valori assoluti di f{x) fra a e P; 
e questa evidentemente per le ipotesi che abbiamo fatto sulla 
integrabilità di X.^ e di f{x) nei respettivi intervalli (a, b) e (a, P) 

n 

ci permette di dire che limyD'«8'«=0, e che in conseguenza la 

funzione fl^iyyjKf, è atta alla integrazione fra a e & e si ha la 
formola (51). 

Dimostrata la formola (51) pel caso che f{a)) sìa sempre 
finita fra a e 6, si passa subito al caso in cui f{a!) pure restando 
atta alla integrazione &a a e p diviene infinita in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie fra a e p, e X^ diviene anch'essa 
infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prima specie fra 
a e 6, essendo sempre atta alla interazione in ogni intervallo 
in cui è finita (e quindi anche (§. 238) nell' ìiitiero intervallo 
da a, a b). 
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Si osservi infatti che, per le ipotesi che noi facciamo, 1* inte- 

nx 
graie / f{x)dx ove x è compreso fra a e p (a e p incl.) sarà una 
Ja 

funzione finita e continua F|(a;) di x in questo interrallo, e per 

essere ^=^y) potrà anche considerarsi come una funzione F|[^(y)] 

di y pure finita e continua neir intervallo (a, b)\ e per quanto 

abbiamo dimostrato questa funzione F|[t|)(y)] godrà della proprietà 

di servire alla determinazione degli integrali 1 f\j^{yy!^dx in 

tutti gli intervalli (e, d) nei quali f[^y)] e X^ sono finiti, per 
modo che si abbia: 



■J} 



'e 

Questo pel teorema del §. 233 basta per poter dire che 
f[My)l^ sarà atta air integrazione anche neir intiero intervallo 
(a, &), e che la stessa formola si avrà anche negli intervalli (e, d) 
nei quali cadono punti d'infinito di ^4^(y)] o di X^ ; quindi sarà 
sempre: 

r^{d) ri 

per tutti i punti e e (2 delP intervallo (a, 6), e questo evidente- 
mente completa la dimostrazione della formola (51) sotto le 
ipotesi che noi abbiamo fatto in principio. 

271. Finora abbiamo ammesso che ^{y) col passare di y da a 
a h fosse sempre crescente o sempre decrescente secondochè a<ip 
o a^-p. Ora ammettiamo invece che questo non accada, suppo- 
nendo dapprima che ^y) abbia fra a e 6 un numero finito di 
massimi e minimi nei punti a^ , o^ , . . . , Om e non abbia tratti 
d'invariabilità. 

Allora se si ha p. ea. a<[p , e il massimo dei valori che prende 
^(y) fra a e 6 è p e il minimo è a, questa funzione t|;(y) avrà 
ancora tutti i suoi valori compresi fra a e p, e in particolare 
saranno compresi fra a e p o saranno uguali a questi numeri i 
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Talori ^{a^\ ^a%\ . . . ^(om) corrispondenti ai massimi e ai minimi 
di 4)(y), ma mentre ad ogni valore di y fra a e & corrisponderà 
ancora nn solo valore di a: fra a e p, non sarà più vera T inversa, 
cioè che ad ogni valore di a; fra a e p corrisponda un solo valore 
di y, per modo che la funzione inversa che nel paragrafo prece- 
dente rappresentammo con f{x) non sarà più a un sol valore a 
meno che non si spezzi l'intervallo totale (a, b) negli intervalli 
parziali (a, a^)y (a^ , o^) . . . pei quali siano verificate le condizioni 
del paragrafo precedente. Però considerando ancora w come ruift 
funzione di y definita dalla formola ^=^(y), e in conseguenza f(x) 
come una funzione /[^^(y)] di y fra a e &, e anmiettendo che uno 
degli estremi oscillatorìi X^ di (|)(y) fra a e & sia atto alla integra- 
zione, basta osservare che nelP intervallo da a a a^ la funzione 
(|)(y) va sempre crescendo, da a^ a o^ va sempre decrescendo ec. . . 
per dedurne che avremo ancora le formole : 



I f(x)dx = / fWy)^^ dy , 



e ora sommando membro a membro queste eguaglianze, colVos- 
servare che in ogni punto x la funzione f{x) ha un valore unico 
e detern^inato, si trova di nuovo la formola (51). 

Se poi il massimo M o il minimo m dei valori ^{y) fra a e & 
o tutti e due questi numeri sono ancora finiti ma non sono com- 
presi fra a e p, allora, col variare di y da a a &, ^(y) prenderà 
valori anche fuori dellMntervallo (a, p), e converrà considerare x 
da m a M invece che da a a ^, supponendo che f{x) sia data e sia 
atta alla integrazione in tutto questo intervallo (m, M), o almeno 
immaginandola continuata anche fuori dell'intervallo (a, P) fino 
a m o a M con una funzione che sia sempre a un sol valore e sia 
atta alla integrazione; dopo di che le formole precedenti conti- 
nueranno ad avere un significato e a sussistere rigorosamente, e 
quindi condurranno ancora alla formola (51). 
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Questa forinola poi sussisterà evidentemente aache se la fun- 
zione ^) ha un numero finito di tratti d^ invariabilità fra a e i ; 
poiché se (a| , o^) è uno di questi tratti, allora pei valori di y 
compresi in esso si avrà X^s^O, e oltre a questo sarà ^{(*ì)=^(ì^ w 
e quindi la seconda delle formole precedenti continuerà ancora a 
sussistere, come sussisteranno sempre quelle corrispondenti agli 
altri tratti d'invariabilità che si avessero in <|»(y), o ai tratti rima- 
nenti i cui estremi sono in punti di massimi e di minimi di ^) 
o in punti limiti d' invariabilità, e in conseguenza si avrà ancora 
la formola (51). 

Coi soliti processi poi si estende la formola (51) al caso in 
cui ^y) abbia fra a e 6 un numero infinito di massimi e minimi 
di tratti d'invariabilità, purchà questi massimi e minimi e i 
punti estremi dei tratti d'invariabilità costituiscano un gruppo di 
punti di prima specie. 

272. Passiamo ora a considerare il caso in cui uno almeno dei 
limiti di uno o tutti e due gli intervalli (a, P) e (a, b) della for- 
mola (51) è infinito; e per questo incominciamo dal supporre che b 
soltanto sia p. es. -f-^ « P^ Ift ragione che la funzione (|>(y), che 
ora supporremo data in un intervallo infinito, non diviene uguale 
a P altro che per y=oo ; e ammettiamo che ^) debba riguardarsi 
come continua anche per y=Go , per modo cioè che sia lim <|>(y)=p. 

Allora, ammettendo che siano soddisfatte le condizioni per 
le quali la formola (51) sussìste per ogni intervallo rispetto ad x 
che vada da a a nn numero |l — 6 vicino quanto si vuole a p, o 
per un intervallo rispetto ad y che vada da a a un numero arbi- 
trabitrariamente grande, e ricordando il teorema del g. 233, o più 
semplicemente passando al limite per y=Go nella formola: 






che per le nostre ipotesi sussiste rigorosamente per ogni valore 
finito di y, si troverà ancora la formola (51). 

Similmente si trova che questa formola sussisterà anche 
quando sia a= — oo, Ì3b-|-qo, purché allora pei valori reali 
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di y la funzione ^) prenda almeno una volta tutti i valori fra 
a e p, ma in modo però che (|»(y) in ogni intervallo finito preso fra 
a eb abbia i massimi e minimi e gli estremi dei tratti d^ inva- 
riabilità in punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima 
specie. 

273. Supponiamo infine che una almeno delle due quantità a 
e p sia infinitamente grande e sia p. es. p=oo , restando però f{x) 
atta alla integrazione fra a e oo . Allora, se b sarà finito e ^{y) 
dovrà riguardarsi come continua 'anche per y=b^ per modo cioè 
che sia lim (|>(^)=oo , supponendo p« es. a<Cb^ e indicando con e| 

un numero positivo arbitrariamente piccolo, si avrà: 






e al limite sarà: 



ff{x)dx = lim ff[My)'H dy = ffimih ^^ ' 

talché la formola (51) continuerà ancora a sussistere. 

Similmente, se insieme a p=oo si avrà &=oo e ^{y) sarà 
continua anche per 2/=oo, allora per ogni valore comunque grande 
di &4 si avrà: 

r^f>,) rb, 

/ f{x)dx = / m!f)]Hdy , 
•/a «/a 

e al limite sarà ancora: 

J/.00 /.J^ /•(» 

' f(x)dx=^]im / fimì^dy^ / /^[(y)])^dy; 

talché osservando che uguali risultati si hanno nel caso in cui 
anche a o a o tutti e due questi limiti siano uguali a — go , si 
può ora affermare che: '^ quando la funzione f(x) in un intervallo 
'^ finito o infinito (a, P) è atta alla integrazione, l'integrale 

mediante la formola ^=<|>(y) può sempre trasformarsi 
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> / /T*(y)]Vyi 

Ja 



* nelPaltro / /I^(y)]^^yi ove Xj, è uno degli estremi oscillatorii 
Ja 

'^ dei rapporti incrementali di (p(y), tutte le Tolte che questa fànr 

'^ zione* trasformatrice ^) in due punti a e b den^interyallo finito 

* o infinito in cui è data prende i valori a e p, e neir intervallo 

* (a, b) è sempre finita e continua, e ammette un estremo oscilla- 

* torio X^ atto alla integrazione, e nel medesimo intervallo (a, b\ 
'^ o in ogni sua porzione finita, se è infinito, la stessa funzione 

* ^(y) ha i massimi e minimi e gli estremi dei suoi tratti d^ inva- 
'^ riabilità in punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima 

* specie. 

Si ammette qui che f(x), pure essendo sempre atta alla inte- 
grazione neir intervallo (a, p), possa anche divenire infinita in 
un gruppo finito o infinito di punti di prima specie, e lo stesso 
si ammette per X^ neir intervallo (a, b); e si potrebbe inoltre 
supporre che anche ^{y) divenisse infinita in alcuni punti y com- 
presi fra a e i, intendendo però allora che f(x) fosse data o fosse 
continuata con una funzione atta alla integrazione anche fuori 
deir intervallo (a, p). 

274. Aggiungiamo che invece della condizione che f(x) sia 
atta alla integrazione fra a e ^ si può anche porre Taltra che la 
funzione trasformata f[^(2/)]X.^ sia atta alla integrazione nel 
nuovo intervallo (a, b). 

Limitandoci infatti a considerare il caso in cui gli intervalli 
(a, p) e (a, i), come le funzioni f\x) e X^ , sono sempre finiti, 
perchè coi soliti passaggi ai limiti si estendono poi gli stessi 
risultati anche agli altri casi, si può osservare che scomponendo 
l'intervallo (a, b) negli intervalli parziali S'^ , 8'j, . . . , 8'«, e indi- 
cando con 5f , Sj, . . . , Sn quelli corrispondenti delP intervallo (a, P), 
e con la e Lei limiti inferiore e superiore di f[x) nelP intervallo S« 
come già si fece nel §. 270, si trova subito che: 

=|L.Xy^8^-yUy'^8'.+2L^^ 
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ove Xf è un numero determinato compreso fra i limiti inferiore e 
superiore di X^ nell'intervallo S',, e Xy, e Xy', sono valori che 
effettivamente prende X^ in due punti qualsiansi ^«, y'« di questo 
intervallo S',. 

Ora se a<Cb, e L è il limite superiore dei valori assoluti di 
f{x) fra a e p, e X', e A', sono i limiti inferiori e superiori di X^ 

nell'intervallo S',, le somme 2L,(X, — XyJ6%,2[Z»(Xy, — X,)8'» sono 

n 

numericamente inferiori all'altra LV (A',-X'tf)8', ; quindi, poiché X^ 

1 

è atto alla integrazione fra a e i, quando le S'^ , S'^ f * * * « ^'m siano 

n n 

prese abbastanza piccole le somme^I'iO'»— ^y,)5'» , 2^'(^^'«'"^'^^'' 
saranno arbitrariamente piccole. 

n n 

Considerando poi una delle somme^L^Xy^S',, T ?»Xy',8f', 

p. es. la prima di esse, osserveremo che siccome L« è il limite 
superiore dei valori di f{x) nell'intervallo 8«, esisterà un punto i$ 
in quest'intervallo nel quale la funzione f{x) prende efiPettivamento 
il valore L« o prende un valore fiju) vicino a L« più di un numero 
arbitrariamente piccolo o; e se per y« si suppone preso il valore 
di*^ corrspondente allo stesso punto €, , X^^ sarà il valore di X^ 
nel punto stesso 1/9, e così avremo: 



Il.X»/. =|/i:i»(y.)]X^.S'. + a> 



essendo (o una quantità numericamente inferiore a oAS^S'», o a 
(3A(6~a), essendo A il limite superiore dei valori assoluti di X^ 
fra a e i. 

Similmente si avrà: 

]^/.Xy',6',=|/[(I>(yV]V,8'. + «>i , - 

1 T 

ove o>4 è una quantità inferiore anch'essa a ^A(b — a); quindi 

n n 

evidentemente, poiché le somme2/[4»(y,)]Xy,8',,]R/T]4>(y'f)]Xy',8', 
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hanno ambedue per limite P integrale / /I^(y)]^^yt perchè se- 

condo le ipotesi fatte la funzione /I^(y)]^^ è atta alla integra- 
li 
zione fra a e i, si conclude che lim^C^t — WS,= 0, e questo 

mostra appunto quanto abbiamo enunciato sopra. 

È da notare che quando la funzione ^y) soddisfi alle con- 
dizioni poste nel paragrafo precedente, i risultati qui ottenuti 
permettono di dire che la integrabilità di f{x) fra a e ^ porta 
quella di f[ji^(y)^'^ fra a e 6 e viceversa; e quindi il metodo 
dUntegrazione per sostituzione può anch^esso servire a giudicare 
se una funzione sia atta o nò alla integrazione in un dato inter- 
vallo finito infinito. 

274. Aggiungerò ora che quando la funzione trasformatrice 
non fosse data o non volesse considerarsi nelP intervallo (a, P), 
o in questo intervallo non soddisfacesse alle condizioni poste 
sopra, ma, supposti p. es. a e p ambedue finiti e a<lp, la stessa 
^{y) fosse conosciuta in alcuni intervalli fuori delP intervallo 
(a, p), e pei valori a e V di y, essendo w<^a e i'>6 prendesse 
uno stesso valore y compreso fra a e p, e nei due intervalli (a, 7), 
(a , a'), come nei due (y , P), (&', b) fossero soddisfatte tutte le 
condizioni che si sono poste sopra per f{x) e ^(tf) negli intervalli 
(a, p), (a, ò), allora evidentemente sarebbe: 

/ f{x)da = / my)ìHdy > / mdx = / miy)!^ dy , 

e quindi per trasformare T integrale / f{x)dx invece della formola 

(51) si potrebbe fare uso delV altra: 

rP ra' rh 

(52) / f{x)dx= / my)\Hày\- / mmHdy , 

che per a'= — 00 e 6'= 00 si può anche scrivere: 

(53) ff(x)dx=- fh(y)Hdt,- ff[^)V^dif. 

Ja J-<)0 Jà 



— sai — 
„ . .' 1 

E così in particolare, supponendo ^(y) = —i quando a e p 
sono di segno contrario e a p. es. è negativo, sì trova dì qui che 

per trasformare V integrale / f{x)dx sì potrà fare uso della for- 
mola : ^ 

-00 Q 

I 

criacchè ora si ha Xy == . 

276. Farò infine osservare che quando invece di esser data la 
funzione ^(y) sia data la funzione ^{x) che stabilisce la relazione 
y=^(x) che corrisponde a quella che prima avevamo a:=(|>(y), 
allora sotto condizioni simili a quelle dei casi precedenti si ha 
una formola di trasformazione analoga alla (51). 

Supposto infatti che (p(a) e f{^) siano differenti fra loro, e 
che col passare di a; da a e ^ (p{x) restì sempre continua e sempre 
crescente o sempre decrescente secondochè ?(a)<Cy(p) o 9(a)l>9(P), 
si vede subito che insieme alla relazione y=<p{x) si avrà la rela- 
zione inversa x=^(y\ essendo ^(t/) una funzione che, per y com- 
preso fra f{a) e ^(P), è finita continua e a un sol valore, e che 
col passare di y da ^(a) a <p(P) passa sempre crescendo o sempre 
decrescendo da a a p; e per questa funzione ^{y) i rapporti incre- 
mentali, come i loro estremi oscillatorii, in ogni punto y fra <p(a) 
e 9(p) saranno evidentemente gli inversi di quelli della funzione 
^(x) nel punto corrispondente a:; e soltanto questi estremi oscil- 
latorii saranno invertiti naturalmente fra loro, e potranno quelli 
che sono destri per ^(y) corrispondere a quelli che sono sinistri 
per 9(a?), e viceversa. 

Indicando dunque con "k^ uno degli estremi oscillatorii dei 
rapporti incrementali di ^ (a;), e con X^ quello inverso di ^(y), se 

si saprà che V inversa r- di X^ considerata come funzione di a; à 
atta alla integrazione fra a e p, e se indicando con ^^ la 
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m 



espressione y~~ considerata come funzione di y si saprà altresì 
che essa è atta alP integrazione fra ^(a) e 'f(^), o si saprà invece 
che tale è la funzione di x ~— X^ o f{x) fra a e p, allora, pei 
risultati dei paragrafi precedenti, avremo la formola : 






X <f X , 



f 



ovvero: 



(55) 



•^y(a) 



?(P) 



? J 



rfy. 



nella quale a X^ può sostituirsi la derivata ^\x) tutte le volte che 

questa derivata esiste e che la sua inversa -T>—r è atta alla inte- 

tf{x) 

grazione fra a e p. 

276. Questa formola, nella quale, come abbiamo già detto, 

Y~ s'intende già ridotto funzione di y, è analoga alla (51). 

Però, onde essa sussista, si richiede che tf{x) soddisfi alle condizioni 
dette sopra, e in particolare si richiede che col passare di x da a 
a p, ^{x) vada sempre crescendo o sempre decrescendo. 

S' intende subito infatti che se questo non fosse la relazione 
inversa x=^^{y) non potrebbe aversi per mezzo di una funzione 
(|>Cy) che fosse a un sol valore fra <p(a) e f (p); e se p. es. avvenisse 
che col passare di a; da a e p la funzione ^{x) andasse crescendo 
finché 0? va da a a Y, e poi decrescesse col passare di a; da y a. Pi 
essendo y ^^ numero compreso fra a e p, si avrebbe ancora cer- 
tamente: 



^y + 
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ma quantunque almeno una parte del secondo intervallo 
[?(t)> ?(P)] appartenga al primo [^(a), (p(7)l, e nelle integrazioni 
queste parti comuni siano percorse in senso contrario, pure non 
può dirsi che i due integrali del secondo membro si riducano a un 
solo integrale esteso da ^(a) a 9(^), perchè evidentemente la fun- 

[f(x)l 
"i considerata come funzione di y, per il medesimo valore 

di y, almeno ordinariamente, non verrà ad avere lo stesso valore 
nei due integrali, per la ragione che anche per lo stesso valore 
di y i corrispondenti valori di x che in essa ordinariamente figu- 
rano non sono ordinariamente gli stessi. 

E così quando sia p. es, y=9(a?)=senx, si avrà: 



fi^^-fmwm 



ày. 



ovvero : 

ove il radicale deve essere preso positivamente, e arcseny e 
are cos y indicano gli archi inferiori a ^ che hanno per seno o per 



à / f{x)d4t = 0. 



coseno y; e evidentemente in generale non si avrà 

277. Passiamo ora a parlare della integrazione per serie dando 
dei casi in cui il teorema sulla integrazione delle somme finite si 
estende al caso delle somme infinite, per modo cioè che T integrale 
definito della somma di una serie data sia la somma della serie 
formata cogli integrali definiti dei termini della primitiva, o, come 
si dice, sia applicabile l'integrazione per serie. 

Per questo incominciamo dalPesporre il seguente: 

00 

Teorema. Se i termini u^ , w^ , . . . , Ww »... di una serie^ Un 
sono funzioni di x finite e atte alla integrazione in un intervallo 
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finUo («f p), e in questo intervallo la serie stessa è convergetUe in 
ugual grado, la sua somma f{x) oUre essere una funzione sempre 
finita di X neU'intervaUo (a, p) sarà atta alla integrazione ndlo 



stssso 



00 /-p 
intervallo, e la serie\ 1 Undx f orinata cogli integrali fra a 



00 



e p dei termini della serie data y^Un sarà convergente, e avrà per 
somma Vintegrale definito fra a e ^ della somma f{x) della serie 

00 

stessa y^Un {cioè sarà applicabile l'integrazione per serie)^ e si 
avrà: 

(56) / f(x)dx =\ / Undx . 

Osserviamo infatti che, se n è un numero finito qualunque, 
si avrà: 

(57) f{x) = u^+ Mj+ . . + w„ + R,! , 



00 



essendo Rn il resto della serie yt^n; e siccome questa serie è con- 
vergente in ugual grado nell'intervallo (a, p), per ogni numero 
positivo e comunque piccolo a, esisterà un numero finito m tale 
che pei valori di n non inferiori ad m e per ogni valore di x 
compreso fra a e p (a e p incl.) si abhia in valore assoluto Rti<C<3« 
Così essendo, supponiamo che n sia un numero maggiore di 
questo numero m; e immaginando scomposto l'intervallo (a, P) 
in intervalli parziali S^, S^ , . • . , Sp, indichiamo con D|,«, D,,«, 
• • • Dr,« 1 D^,«) Dr,« le oscillazioni di ti| , ti2 , . . . , t^Ni fix) e Rn 
neir intervallo S,. Si avrà: 

perchè evidentemente i valori di f{x) nell'intervallo 8, non supe- 
reranno la somma dei limiti superiori di Uf, u^^ •••, Un e Rh nello 
stesso intervallo, e non saranno inferiori alla somma dei limiti 
inferiori di queste quantità; quindi osservando che, dietro quanto 
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abbiamo detto sopra, il Dr,« in qualunque intervallo S, sarà infe- 
riore a 2(3 , si troverà subito che : 

Ma, siccome u^ , t^^ , . . . , t^M i • • sono atte alla integrazione fra a 
ep, dopo di avere fissato w e o, potremo prendere le 8,, 6^,... 8p 
talmente piccole che le varie somme del secondo membro siano 

inferiori a quel numero che più ci piace come p. es. a — , e allora 
si avrà: 

;|8.D/,.<o+2o(a-p); 
quindi, poiché a è arbitrariamente piccolo, si conclude intanto 



00 



(§. 185) che la somma f{x) della serica Un sarà atta alla integra- 

zione neir intervallo (a, p). 

Dimostrata ora T integrabilità della funzione f{x) fra a e p, 
e quindi anche quella di Bn, la formola (57) ci darà subito: 

r? n rp rp 

/ f(x)dx —\ I Undx = f Rndx ; 

e ora continuando a supporre che n sia superiore al numero m 
indicato sopra, per modo che in valore assoluto si abbia Bn<C^ 
per tutti i valori di a? fra a e p, si vede di qui chiaramente che in 

valore assoluto sarà / Rndx<Co{^"'a)^ e quindi pure- in valore 

assoluto si avrà per qualunque valore di n superiore ad mi 



\f{x)dx -% P 



p 

u„dx<Ca (p-a)? 



00 /•[ 
la serie Y / i 



e questo mostra appunto che la serie^ / Undx è convergente e 

rp 

ha per somma V integrale / f\x)dx della somma della serie data 

^ 95 
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! 



T Un ; talché il teorema enunciato sopra può dirsi completamente 

dimostrato. 

E da osservare che, secondo la dimostrazione fatta, onde 



00 



concludere che la somma della serie ^ Mm è integrabile fra a e ^ 

T 

basterebbe sapere soltanto che questa serie è convergente in ugual 
grado semplicemente (§. 91) fra a e P; ma finché si resta nel caso 
generale, e finché non si hanno altre condizioni, per dimostrare 

che la serieY / Undx degli integrali è convergente e ha per som- 
ma r integrale della somma della serie data Sum conviene ammet- 
tere la convergenza in egual grado in modo assoluto della serie 
data stessa St^i. 

278. Si aggiunge che, sotto le ipotesi contenute nelPenunciato 
del teorema, si ha anche la formola: 



1 f{x)dx — 2 / **«^^ 
J(x 1 Ja, 



< o(p-a) , 



che vale per tutti i valori di a; fra a e ^; e siccome la differenza 

XX n rx Qo rx 

f{x)dx — 2 / ^ndx non è altro che il resto 2 / ^^dx della 

serie degli integrali presi fra a e ^r, si può anche asserire che 

00 

quando per la serie 2 w* i termini «^ , u^ , . . . , «n • • sono finiti e 

atti atta integrazione fra a e ^^ e la serie stessa ndVintervaUo (oc, ^) 

00 rx 
è convergente in u^ual grado, anche la semT / ^^^ ^^^* *^^^ 

grali presi fra a e x sarà convergente in ugtwl grado nétto stesso 
intervallo (a, p). 

279. Oltre a ciò aggiungiamo che siccome le serie che vengono 
dal principio della condensazione delle singolarità sono conver- 
genti in ugual grado in qualunque intervallo finito, e i loro termini 
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sono sempre finiti e atti alla integrazione, si ritrova come al 
§. 187. 3.** che le funzioni da esse rappresentate sono atte alla 
integrazione in qualunque intervallo finito, e il loro integrale è la 
somma della serie degli integrali dei singoli termini presi fra gli 
stessi limiti di quello della funzione somma; talché si potranno 
avere anche in questo modo le espressioni analitiche di infinite 
funzioni che, sebbene sempre finite e continue, mancano di derivata 
in un numero infinito di punti di qualunque porzione finita del- 
V intervallo nel quale si considerano. 

280. Secondo quanto abbiamo detto adunque, onde essere 
sicuri che a una serie à applicabile P integrazione definita termine 
a termine, occorre sapere che la serie stessa converge in ugual 
grado fra i limiti della integrazione. Quando questo nqn sia, potrà 
darsi che speciali particolarità della serie data permettano ancora 
di applicarle T integrazione definita fra dati limiti; però non si 
può lasciare di osservare che quando manchi la convergenza in 
ugual grado potrà effettivamente talvolta avvenire che la somma 
della serie sia ancora continua, e ciò non ostante la serie degli 
integrali dei suoi termini sia divergente o indeterminata, o essendo 
convergente, non rappresenti V integrale della somma della serie 
data. ^ 

S* intende subito infatti che se si avrà p. es. una serie ^Un 

i cui termini siano finiti e continui fra a e ^, e se questi termini 
si potranno scomporre in modo da dar loro la forma On^Vn-Vt^t , 
ove le Vn sono (come le Un) funzioni finite e continue fra a e ^ che 
si annullano per a?=a, e tendono a zero col crescere indefinito 
di n, ma non con uguale rapidità pei vanì valori di a?, allora la 

serie y^^ f^o*^ sarà convergente in inguai grado fra a e p per 

qtujtnto la sua somma sia la funzione finita e contintM t?|, e il suo 

integrale fra a e a; sarà 1 v^dx^ mentre la serie degli integrali 

Ja 
00 rx 

y I Undx avrà per somma dei suoi primi n termini la differenza 



foo rx rx 

v^dx — / v^-idx; talché se P integrale 1 Vn-ndx^ a causa della 

particolarità che abbiamo in Vn t non avrà per limite zero, la for- 
mola deir integrazione per serie non sarà applicabile ; e anzi la 

00 ^X 

serie degli integrali ^ / Undx dipendentemente dal valore del- 

rx TJa 
l'integrale / Vn^idx potrà anche essere indeterminata o diver- 

gente. oo 

Ora una tal circostanza si presenta per infinite serie ^ Un « 

perchè se p. es. le funzioni Vn che servono alla scomposizione di Un 

sono date dalla formola Vn = -, *!*!,< i ove A'„ è una funzione 

di n che può anche crescere indefinitamente con n e 9n(^) è una 
funzione finita e continua insieme alla sua derivata fp'ui^) fra a e ^ 
che per x diverso da a cresce indefinitamente con n ma in modo 
che Vn tenda a zero con n, e per 'X=a fn e 9 n sono uguali allo 
zèro, si avrà: 

fx rx 

Vn+i dx = Ah+4 are tg (pH+i(a?) , e / u^cte = A;^ are tg f^{x) , 

ove con are tgz in generale indichiamo il più piccolo arco la cui 
tangente è z; talché a meno che ^^-i are tg^n+iC^) non sia zero o 
non tenda a zero, la somma della serie formata cogli integrali dei 

termini 4ella serie data| T^^?!!!^^ ^on sari l'in- 

tegrale k^BXctg^^{x) della somma, e anzi la serie stessa degli 
integrali potrà anche essere indeterminata o divergente. 

Così p. es., se Am è una funzione positiva di n che cresce inde- 

finitamente, e 9n=M^''^)^i P^^ ^ diverso da a sarà limarctg^n^n 9 

e la serie degli integrali sarà convergente, ma non rappresenterà 
r integrale della somma della serie data tutte le volte che kn avrà 
un limite determinato e finito diverso da zero; mentre se sarà 
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p. es. kn=\'hn la serie degli integrali sarà divergente, e se sarà 
p. es. Avi=senAn9 la serie stessa almeno per infinite forme della 
fdnzione hn sarà indeterminata. 

Similmente, se sarà: i?w= /. / [ ove A» può anche crescere 

1 +^n{^) 

indefinitanìente con n, 9n(^) si annulla insieme alla sua derivata 
^'n{x) per a;=a, e del resto queste funzioni sono sempre finite e 
continue e tali che Vn al crescere indefinito di n sia zero o abbia 

per limite zero, si verrà ad avere: / t7N-i-i^==^+ilog| l+7ti+t(^)| 9 

e a seconda del limite di hn ^og\\'{-^Jx)\ per n = oo la serie 

00 rx 
degli integrali \ 1 Undx differirà dalP integrale della somma della 

serie primitiva Jùtini e potrà essere divergente o indeterminata, 



00 
non 



ostante che la serie primitiva \un fosse sempre convergente 

k <p' (x) 
e la sua somma ^ , i fosse finita e continua per ogni valore 

di 07 fra a e p. 

Così p. es. quando, al crescere indefinito di n, kn tenda a zero 
e hn sia ancora una funzione positiva di n che cresce indefinita- 
mente, se si iivrà fn{oo) = hn(x^aL)\ sarà: 

n /*x rx 00 

= — *n+ilog A,^n — A^Hnlog { T H^—ay I , 

e l'ultimo termine col crescere indefinito di n avrà per limite zero; 

talché se sarà p. es. hn = , — r- la serie degli integrali Y / ^<^ 

rx 00 
sarà convergente ma non avrà per somma T integrale / chT^Un 

della somma della serie data: se sarà A^ = , — r- la serie stessa 

log Ah 
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almeno per infinite forme della funzione hn sarà indeterminata; 

e se sarà &„= , la serie degli integrali T 1 Undx sarà 

y^Oghn 1 JoL 

divergente . 

281. Tornando ora al caso generale, dimostreremo che: se la 



00 



serie Tu» è convergente in tutti i punti di un intervallo finito (a, 3), 
T 

tranne tuttodì piit nei punti di un gruppo finito o infinito G di 
prima specie nei quali tutti o alcuni dei suoi termini divengono 
infiniti indeterminati, o nei quali la serie data è divergente a 
indeterminata; e se al tempo stesso questi termini ti^ , t«2 ) • • • > ^o i • " t 
quando ad essi siano attribuiti valori qualsiansi anche nei punti 
d'indeterminazione, sono atti àlV integrazione fra a e ^^ e inoltre 

00 rx 
la serie degli integrali 2 / ^ndx è convergente e rappresenta una 



00 



funzione finita e continua fra a e^^ e alla serie ^Un è applicabile 
Vintegrazione per serie negli intervalli fra a e ^ nei quali è deter- 

00 

minata e finita, allora la somma di questa serie ^Wn» quando le 

siano attribuiti valori qtuxlunque nei punti d'indeterminazione, 
verrà atta alla integrctzione anche nell'intiero intervallo (a, p) « 
od essa sarà applicabile Vintegrazione per serie e si avrà: 

XX oo 00 nx 

per ogni valore di x fra et e ^ {a e ^ incL). 

Con queste ipotesi infatti, se F(x) è la funzione rappresen- 

00 rx 
tata dalla serie degli integrali]^ / Undx^ essa rispetto alPinte- 

rx 00 
graie / dx\tin soddisfarà alle condizioni del teorema del §. 283 

estMO (come evidentemente può farsi) anche al caso che la fun- 
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zione ivi indicata con f{x) abbia fra a e p dei punti dMndetermi- 
nazione in un gruppo finito o infinito di prima specie ; quindi la 

funzione Tu», sarà atta alla integrazione nelP intiero intervallo 

(a, p) e la formola (58) sussisterà per ogni valore di a? fra a e p 
(a. e p incl.), come appunto abbiamo enunciato. 

282. In particolare dunque ricordando i teoremi sulle serie 
convergenti in ugual grado formate da termini continui (§. 98), 

00 

noi possiamo ora affermare che : se la serie ^^h è convergente in 

ugual grado soltanto in generale fra a « p, o in quelli intervalli 
che si ottengono quando siano toUi con piccoli intomi un gruppo 
finito infinito di punti di prima specie nei quali essa è divergente 

indeterminata, ma invece la serie degli integrali y^ 1 Undx è 

convergente in ugual grado in tutto VintervaUo (a, p), allora alla 

00 

serie data \un sarà applicabile Vintegrazione per serie in ogni 

T 

intervallo fra a « p. 

283. Per quello poi che si riferisce alla integrazione per serie 



00 



fra limiti infiniti, osserveremo che se alla 8erie\un è applicabile 

1 

V integrazione termine a termine in ogni intervallo comunque gran- 
de ma finito (a, p), lo stesso accadrà nell'intervallo infinito (a, oo ), 

e si avrà: 

'00 ^ r^ reo 

Undx^ 



Jr^ 00 00 r^ 



00 rx 
tutte le volte che la serie integrale Y / Undx è convergente e rap- 
presenta una funzione finita e continua anche per x=co ; giacché 
allora, indicando con F(x) questa funzione, pel teorema del §. 258 
insieme alla formola: 



F(a;)— F(a)=/ dx^u,, 
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clie, secondo i nostri dati, sussiste per tutti i valori finiti di x, 
in avrà anche V altra : 

F(oo)-F(a)= /dxVwH. 
Non si esclude qui che in qualunque intervallo finito fra a e oo 

PO 

la serie data Vt^ possa anche avere dei punti di divergenza o 

dMndeterminazione, o dei punti d^nfinito o dMndeterminazione di 
tutti di alcuni dei suoi termini nei soliti gruppi finiti o infiniti 
di priina specie, ec. . . . 

00 

284. Talvolta accade che data una «serie Yu» alla quale T in- 
tegrazione termine a termine è applicabile, si debba questa molti- 
plicare per una certa funzione U prima di eseguire l'integrazione. 
Allora nel caso degli intervalli finiti (a, ^) se si saprà che la serie 



oo 



^ Un ^ convergente in ugual grado fra a e p, e se U sarà finita, 

00 

anche la serie ^TTun sarà convergente in ugual grado, e quindi 

basterà assicurarsi che la funzione U sia atta all'integrazione per 
poter dire che si ha: 



fx oo s r^ 
1 ^Ja. 



•per tutti i valori diiz?fraaep(aep inclus.). 

00 

Se poi la serie ^ Un non sarà convergente in ugual grado 

1 

fra a e p, o almeno saremo incerti intorno all'esservi o nò questa 
convergenza, o se l'intervallo (a, p) sarà infinito, allora qtiando 

oo' 

si sappia soltanto che la serie data S. Un è convergente per ogni 

1 

valore di x neWintervallo finito o infinito (a, p), e ad essa è appli- 
cabile Vintegrazione termine a termine in questo intervallo, si 
potrà ancora assicurare che la formola: 



JfL 
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'a; 00 co rx 

sussiste per tuUi i valori di x fra ol e ^ (a e ^ incL) tuJtte le voUe 

che la serie integrale Y / Undx della T Um è convergente in tyual 

grado fra a e ^^ e la funzione U fra a e ^ è sempre finita e non 
fa oscillazioni o ne fa soltanto un numero finito. 

Osserviamo infatti che dietro T ipotesi che alla serie data 

oo 

^Un sia applicabile T integrazione termine a termina, si ha la 

f ormola : 
00 rx rx 00 rx n rx » rx rx 

2 / Undx= I dx\Un= f dxy^Un+ 1 'Rndx=:\ j i^dx+ 1 Rndx , 



00 



ove Rh è il resto della serie Tt^ a partire dal termine («-j-^)^» ® 

quindi P integrale / Rndx è il resto corrispondente della serie 

00 rx 
degli integrali Y / Undx; talché dietro P ipotesi che questa serie 



00 re 



*X 

degli integraliy / t^dx sia convergente in ugual grado nelP in- 



tervallo finito o infinito (a, p) che qui si considera, si può esser 
certi che per ogni numero positivo e arbitrariuneiite piccolo a 



rx 
j B^dx su 



esisterà un numero m tale che per n^m P integrale / Rndx sia 

sempre numericamente inferiore a a per qualunque valore di x 
fra a e p (a e p incl.). 

Si aggiunge che siccome la funzione U fra a e p npn jfà 
oscillazioni o ne f^i soltanto un numero finito, essa e quindi anche 



00 



i prodotti XJw|, Uti,,. .., UtiNt-*- e gli altri U^**"' ^^ saranno 
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atti alla integrazione fra a e% e ni avrà: 



f» 00 fXn rx n ("X CX 






e per un teorema noto (§§. 207 e 262) sarà in valore assoluto 
*x 

UR«dd? <Cptr^o , essendo p un numero finito, e U| il limite 
a 

superiore dei valori assoluti di U fra a e ^ o fra a e P; dunque 

co rx 

evidentemente la serie ^ / u^dx sarà convergente e avrà per 

1 J ^ 

somma P integrale / UYuNd^, come appunto abbiamo enunciato. 

Aggiungiamo che soUo le ipotesi contenute nell'enunciato del 

00 nx 
teorema la serie integrale \ 1 JJundx è convergente in ugual grado 

fra a e P, giacché per ogni valore di x in questo intervallo il suo 






resto / ITRm^^^ è numericamente inferiore a pTJ^o ; e oltre a ciò 

osserviamo che il teorema dimostrato continua a sussistere anche 
se n fa un numero infinito di oscillazioni fra a e p, purché allora 
in questo intervallo (a, ^) la funzione U venga a perdere tutte 
le oscillazioni aggiungendovi o togliendovi una funzione di primo 
grado. 

285. Dimostriamo anche che se i termini U| , t^ , . . . della serie 

00 

y^H sono finiti e atti alla integrazione fra a e%e in questo inter- 
vallo (a, p) in ogni sua porzione finita se esso è infinita, la 
funzione U è sempre finita o diviene infinita soltanto in punti 
costituenti un gruppo finito o infinito di prima specie, allora si 
avrà ancora la formola: 

*X (x> 00 rx 



f 



da;Uyw„=y 1 Uw„da;, 
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per tutti i valori x fra a e ^^ e la serie integrale^ 1 Vtind^ sarà 
convergente in ugual grado in questo intervallo, tutte le voUe che 



00 



an<^ la serie Ym» sia convergente in ugual grado, e la funzione 
U resti atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

00 

Con queste ipotesi infatti tutti i termini Vu» e gli altrìU]^tin 

TTRn saranno atti alla integrazione fra a e p, e nella formola: 

Jrx 'oo oo rx rx 

1 dx\]^Un=\ / \JUndx+ / URn^O?, 

il termine / JJRndx a partire da un certo valore di n in poi sarà 

•^a roo 

numericamente inferiore a a f JJ^dx^ ove d è un numero arbi- 

trariamente piccolo e I7|.è la funzione dei valori assoluti di U; 

e quindi la serie^ / TJundx sarà evidentemente convergente, e 

1 «^ a rx 00 

avrà per somma l'integrale / dxTJ\un* 

Ja ^ 00 rx 

Inoltre anche in questo caso la serie integrale V / JJundx 

sarà convergente in ugual grado fra a e p, perchè il suo resto 

rx 

I JJRndx a partire da un certo valore di n in poi sarà numerì- 

•^a rx rp 

camente inferiore a o / XS^dx e quindi anche a o / JJ^dx qua- 

lunque sia rr, e con ciò il teorema è completamente dimostrato. 
286. Occupiamoci infine anche dei limiti degli integrali definiti 



r^ 



f{x)dx. 
Consideriamo perciò il caso in cui la funzione /(a;), che indi- 
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chereino ora con f'^^)i dipende da un parametro X che può pren- 
dere tutti i valori fra Xq e Xq-j-s (Xq al piti escluso), o anche può 
prendere in questo intervallo soltanto un gruppo infinito di valori 
di cui Xq sia un punto limite, essendo \ un numero che possiamo 
aen^pjre supporre finito, e e un numero positivo o negativo, p. es. 
positivo, sufficientemente piccolo. 

Supponiamo che per ciascuno dei valori di X fra Xq e Xo4'® 
che qui si possono considerare, la funzione /^^ (a;) sia una funzione 
di X atta alla integrazione fra a e p, essendo a e ^ due numeri 
costanti, o che dipendono anch^essi da X, per modo però che per 
X=Xo a destra abbiano limiti determinati finiti o infiniti a^ e Pq; 

e proponiamoci di trovare il limite di f fAx)dx per X=Xq a 

destra. ^ ^ 

Ammettiamo perciò dapprima che a e p siano finiti, e che 
per tutti i valori di :r fra a e p (a e ^ incL), ad eccezione tutt^al 
più dei valori t|, t^) ^31 • • • corrispondenti a un gruppo finito o 
infinito di punti di prima specie, la funzione stessa /"^(r) sia sem- 
pre finita; e per X=Xo a destra questa funzione abbia un limite 
determinato ^{x) sempre finito e che tutt^ al più vada crescendo 
indefinitamente air indefinito avvicinarsi di a; a tutti o a alcuni 
dei punti i^^i<i^i^^., .\e\\x questi punti t\ , i^ f • • • fj^) sia finita 
o infinita anche indeterminata e abbia per limite P infinito o 
non abbia verun limite, per modo però che attribuendo anche in 
questi punti a ^{x) un valore determinato qualunque, questo limite 
venga ad essere una funzione ^{x) di x fra a^ e Pq atta alla 
integrazione. 

Ammettiamo poi che escludendo successivamente con inter- 
valli sufficientemente piccoli i punti i\, t^, t^, . . . col processo del 
§. 14, e escludendo anche i punti ag e Pq, per ciascuno degli inter- 
valli esclusi TU > o almeno per le porzioni di questi intervalli che a 

seconda del valore di X(*) compariscono nell'integrale / fJx)dx, 

(*) È chiaro che se (ao— (^, oi^-h^)-^ rinterrano che esclude il punto o^oi d 
4'q ò suCfleientenente piccolo, il numero a finirà per troTarsi sempre in questo Inter- 



— 397 — 

gli integrali / f.(x)dx^ 1 ^x)dco estesi a queste porzioni, per 

tutti i valori di X compresi fra X^ e Xq^-e'^ , quando s'q è suffi- 
cientemente piccolo, si possano tutti supporre inferiori a quel 
numero che più ci piace Gq, e ciò almeno quando i successivi in- 
tervalli Y]t che si prenderanno siano scelti convenientemente; e 
ammettiamo infine che, dopo di avere fatto tutte le indicate esclu- 
sioni, la funzione f'^{x) in tutti i punti x degli intervalli restanti ^ 
converga in ugual grado verso il limite corrispondente ^(x)^ per 
modo cioè che per ogni numero arbitrariamente piccolo e positivo a 
si possa trovare un numero Sq^^ o talmente piccolo che per tutti 
i valori di X fra Xq e Xo-tSq (Xq esci.), e per tutti gli indicati valori 
di 0? si abbia in valore assoluto fyjix) — ^(x)<C.o, 

Allora, seguendo un processo di dimostrazione del tutto 
simile a quello seguito nel g. 14 si vede subito che prendendo e'o 
sufficientemente piccolo, gli intervalli T]t che escludono i punti 
^i 9 ^ ) ^3 ) • • • 1 ^01 Po ^^ potranno scegliere in modo che la 

somma degli integrali corrispondenti / ^{x)dx^ e così quella degli 

altri / fAx)dx per tutti i valori di X da Xq a Xq+s'q siano minori 

di quella quantità che più ci piace a,; quindi evidentemente si 
può scrivere: 



ff^lix)dx =2 ff.,{x)dx + 0', 
Ja, ^S, 



te + o , 

Tallo, e qQindi, se si suppone p. w*a^<6^, neirintegrale f A(x)(2a; non comparirà 
r integrale 1 esteso a tutto rinterrano indicato, ma soltanto qaeUo teteso aUa 



porzione compresa fra a e ffo-f-^. Lo stesso poi aT?errà pel ponto |9o* — Invece, pei 
punti t^, «a, . . . intemi all'intervallo (a, p), nell'inteffrale f A(xydx compariranno 
gr integrali estasi agli intieri intervalli clie servono ad esoladerli. 
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essendo o' e o' quantità che per tutti i valori di X che si consi- 
derano fra Xq e X0-4~s'o9 ^^ mantengono sempre numericamente 

inferiori a Gj, e gli integrali i in ambedue queste formole essendo 

estesi agli interralli non esclusi i$ . 
Ma da queste formole si ha : 

e per le ipotesi fatte si può trovare un numero e^ ^ s'q tale che 
per tutti i valori di X fra Xg e Xq+6q e per tutti i valori di x 

durante V integrazione, negli integrali / si abbia in valore asso- 

luto f{x) — ^{x)<i'j\ quindi si avrà evidentemente, pure in valore 
assoluto : 

2/ { Z'-/^) - "M^) 1 ^ <''(Po -«0), 

e perciò sarà: 



TP rPo 

lim 1 f. {x)dx = I ^(x)dx ; 



talché si può ora affermare che quando sono soddisfatte le con- 
dizioni poste sopra rispetto a f^{oc) e al suo limite ^{x) e rispetto 

/•P /-Po 

agli integrali / fAx)dx^ j ^(x)dx^ e i limiti a^e^Qd^ae^ sono 

finiti, il limite deir integrale / f-^x)dx esiste sempre e si deter- 

mina passando al limite sotto il segno integrale e nei limiti del- 
r integrale medesimo. 

287. È anche da osservare che, quando non si sappia nuUa 

rispetto air integrabilità di ^{x) fra a e ^ e agU integrali / ^x)dx^ 
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ma però siano soddisfatte tutte le altre condizioni poste sopra, si 

potrà ancora affermare che il limite delP integrale / fAx)dcD è 

una quantità determinata e finita L. ^ 

È chiaro infatti che se |i e v sono due valori di X fra \ e 
Xo+^o) essendo t^ una quantità sufficientemente piccola, e se a', ^\ 
e a'", ^^ sono i sistemi di valori corrispondenti di a e p, si avrà: 

*" Ir 

ff^{x)dx=2 ffS^)dx+2 ffj<x)dx, 
e quindi anche: 

jf^{x)ix -Jfjx)dx =2/ { f^i^)^ - fj!') \ *» + «'-°'i . 

essendo a' e a'| quantità il cui valore assoluto può supporsi 
minore della quantità che più ci piace dipendentemente dalla pi<;- 
colezza di Sq e degli intervalli y]*; quindi, poiché per le ipotesi 
fatte su fyjix) quando Bq sia sufficientemente piccolo, per tutti i 
valori di x che cadono negli intervalli £« e per tutti i valori (i. 
e V di X fra Xq e Xq + Sq (Xq escluso) si ha in valore assoluto 
f^{x) — fy{x) <! 2(3, ove o è uu numero scelto a piacere arbitra- 
riamente piccolo, si conclude che prendendo Qq sufficientemente 
piccolo, per tutti i valori |i e v di X fra Xq e Xq+Sq» 1® differenze 



j fj,x)dx -J fp)d 



X sono numericamente minori di quella 



quantità che più ci piace ff^ e questo basta (§. 18) per poter dire 

che r integrale / f {x)dx ha un limite determinato e finito L. 

È inoltre da notare che, trattandosi degli intervalli T)t che 
escludono i punti singolari t|, 4, . • • , invece della ipotesi che ab- 
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biamo ammessa che gli integrali / f^x)dx a partire da nn certo 

valore di X in poi siano tatti di quel grado di piccolezza che più ci 
piace, basta evidentemente far Taltra che ciò accada per gli inte- 
grali / \f {x) — fj<p)\dx per tutti i sistemi di valori ji. e v che 

può avere X fra Xq e Xq+Sq, ove 60 è il solito numero suflSciente- 
mente piccolo; come si può altresì notare che il limite L di cui 
abbiamo mostrato l'esistenza sotto le condizioni indicate, per 
quanto si disse nel paragrafo precedente, sarà appunto T integrale 

dei limiti / if{x)dx^ quando questo integrale sia esso pure deter- 

minato e finito. 

288. Aggiungerò che quando i limiti a e p sono costanti e 
uguali in conseguenza a Aq e p^, e fra Oq e po (a^ e % inclus.) non 
esistono punti singolari t, , ìj , . . . di fi(x) o di ^{x\ la conver- 
genza in ugual grado di fjix) verso il suo limite ^{x) per tutti i 
valori di a; fra Oq e Pq (aq e ^q inclus.)* e la integrabilità di f^lix) 
per tutti i valori di X fra X^ e Xq-{~So portano di necessità che 

r integrale 1 ^{x)dx sia determinato e finito, e sia in conseguenza 

il limite dell' integrale f f'J,x)dx per X=Xq. 

. . .^ 
Si osservi infatti che prendendo Sq sufficientemente piccolo, 

per tutti i valori di X fra Xq e Xq-j-Sq e per tutti i valori di x fra 
^0 6 Po (^ ^ Po ì^clus.) si ha: 

essendo o' numericamente minore di un numero positivo arbi- 
trariamente piccolo a; si vedrà subito da ciò che scomponendo 
l'intervallo (a, p) negli intervalli parziali S^ , S^, . . . , Sn e indi- 
cando con Dx,, e D« le oscillazioni di fy{x) e di ^{x) nell'inter- 
vallo £t si avrà: 
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D.<D;^,. + 2a, 
e perciò sarà anche: * 

T T ^'* 

donde si vede appunto che quando a e p sono costanti e uguali a 
ag e Po, la convergenza in ugual grado di f-^(x) verso il suo limite 
^(x) e la integrabilità di fjx) fra a e ^ o aQ e Pg portano neces- 
sariamente anche la integrabilità di ^(o?), e si ha perciò : 



lim / fj^x)dx = j ^{x)dx . 



'0 ^0 

289. Similmente, ammettendo ora di nuovo che a e p possano 
variare con X, ma in modo sempre che siano determinati e finiti 
i loro limiti olq e^g^ e ammettendo anche che fra a^ e Pq vi siano 
i punti singolari i^ , /j , . . . che costituiscano però al solito sol- 
tanto un gruppo finito o infinito di prima specie, si può osservare 
che se per ogni numero o si potranno trovare successivamente 
col processo del §. 14 degli intervalli t^b che escludano questi punti 
e i punti estremi a^ e Pq, e siano tali che anche al sticcessivo loro 
impiccolirsi esista sempre un numero e corrispondente (variabile 
nò coir impiccolire degli intervalli t]») dotato della proprietà che 

per tutti i valori di X fra X^ e Xq+s gli integrali / fy(x)dx corri- 

spondenti agli intervalli stessi t^, siano numericamente inferiori a 
quel numero che più ci piace a, allora V integrabilità di f-J^x) fra 
a e p e la sua convergenza in ugual grado verso il suo limite ^{x) 
in tutti gli intervalli restanti &, porteranno di necessità che la 
funzione ^{x) sia atta alla integraadone anche fra ocq e ^^ , e che 
si abbia quindi: 

lim / f'^{x)dx = I f^{x)dx . 
Indicando infatti con L il limite di I fAx)dx^ che per quanto 

3C 



— 402 — 

si disse al §. 287 esisterà certamente, per X compreso fra Xq e 
^Q-f-s, quando e sia sufficientemente piccolo, avremo: 

/ /';.(^)^ = L+c3=2 mdx+\ ffMdx, 

essendo <3' ej / fJ<P^)dx arbitrariamente piccoli; e poiché, suppo- 

nendo dapprima che i punti «^, i^,... siano in numero finito, 
gli intervalli 5» non vengono a comprendere punti singolari, e 
per quanto si è dimostrato nel paragrafo precedente si ha: 

essendo o" un nuovo numero arbitrariamente piccolo, si vede di 
qui che sarà: 



•i: 



L 

^ '^ 

con 0, pure arbitrariamente piccolo ; talché, osservando ora che, 
impiccolendo tutt'al più corrispondentemente il numero e, gli in- 
tervalli 7], possono supporsi piccoli quanto si vuole senza che o^ 
cessi di essere di quel grado di piccolezza che più ci piace, per 

la definizione delP integrale / ^{x)dx^ si avrà subito: 

e questo dimostra appunto ciò che abbiamo enunciato pel caso 
che i punti i^ , t^ , . . . siano in numero finito. 

Gol solito metodo poi questo risultato si estende anche al 
caso in cui i punti singolari /^ , i^ , . . . , in ^ • • • costituiscono un 
gruppo infinito qualunque di prima specie. 

290. E così dietro quanto abbiamo osservato si può evidente- 
mente affermare che, invece di quelle condizioni che abbiamo poste 

TP 

nel §. 286 per essere sicuri che l'integrale / f^x)dx ha un limite 
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determinato e finito e che questo limite è V integrale / ^,{x)dx^ 

basta porre per f-^{x) le condizioni indicate nel paragrafo pre- 

cedente; e se l'integrale / f.J{x)dx avrà un limite determinato e 

finito L, ma questo non sarà l'integrale dei valori limiti / ^{no)dx^ 

sia perchè questo integrale non è determinato e finito, sia perchè 
è differente da L, allora dovranno mancare alcune delle condizioni 
stesse, come p. es. dovranno esservi infiniti punti singcJlari fra 
a0 e Po ^^ costituiscano un gruppo di seconda specie, o dovrà 
mancare la convergenza in ugual grado di fj^x) verso ^{x) negli 
intervalli £«, o rispetto agli intervalli 7]« non si potranno soddisfare 
le condizioni indicate nel paragrafo precedente. 

291. Passiamo ora a considerare il caso in cui uno almeno dei 

due limiti a e p dell'integrale / f{x)dx è infinito o ha per limite 

V infinito per X=X0 a destra o a sinistra, p. es. a destra. 

Supponiamo perciò per semplicità che p soltanto sia infinito 
o abbia per limite l'infinito, e a invece sia finito insieme al suo 
limite «Q*, e in questa ipotesi ammettiamo che fra a e ogni numero 
fisso e finito ma arbitrariamente grande p^ siano soddisfatte le 
condizioni precedenti per le quali si ha: 



lim / fjx)dx= I ^x)dx, 



e ammettiamo anche che l' integrale / ^{x)dx sia determinato e 

\ /•p 
finito e che col tendere di X a X^ l' integrale / f'^{x)dx^ per quanto 

P sia già infinito o cresca indefinitamente, abbia sempre un valore 
determinato e finito, e per ogni valore di X fra X^ e Xq+Sq » ove Sq 
è determinato e sufficientemente piccolo, converga in itgtMl grado 



— 404 — 

verso il suo valore, per modo cioè che per il valore scelto di e^ e 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a sia possibile 
trovare un numero y tale che per ogni valore di p' compreso fra 

Y e p e per tutti i valori di X fra X^ e Xq-j-So (Xq esci.), si abbia 
in valore assoluto / f^{x)dx < o. 
Allora, siccome si ha: 

rp r"^ rPi rPi rP r"^ 

I A(^)d^- / 4'(^)*P= / A(^)^^- / ^{^)dx+ / fAx)dx- / ^{x)dx, 

se si osserva che p^ può prendersi superiore a 7, e così grande che 

^{x)dx <i^i^ essendo 0, arbitrariamente pie- 

colo, e i due primi integrali del secondo membro possono supporsi 
differenti Tuno dalPaltro tanto poco quanto si vuole, si conclude 
che sotto le ipotesi fatte si ha la formola seguente: 

•00 



rP r 

lim / fAx)dx=^ I ^x)dx^ 



che è quella che generalizza la proprietà data nel §. 286 pel caso 
che a e p fossero finiti tanto essi che i loro limiti. 

292. Faremo notare che per la dimostrazione di questa formola 

rP 

non importa propriamente supporre che l'integrale / fAx)dx 

converga in ugual grado per tutti i valori di X fra X^ e Xq+^o» ™*^ 
basta evidentemente supporre che per ogni numero positivo e 
arbitrariamente piccolo o esista un numero speciale Pj maggiore 
di un numero sufficientemente grande (quello cioè a partir dal 

'00 

quale si ha / ^{x)dx < a^) pel quale si possa trovare un corri- 



C 

li ha / t 



spondente numero e dotato della proprietà che per tutti i valori 
di X fra Xq e Xq-|-s si abbia in valore assoluto / fAx)dx < o. 
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Quando poi non si sappia nulla intorno alla integrabilità di 
^(x) fra a e 00 , ma del resto siano soddisfatte tutte le altre 
condizioni poste nel numero precedente, e sia pure soddisfatta 
quella relativa alla convergenza in ugual grado di fjix) fra Xq e 
^0+^1 ^ quella della esistenza per ogni numero o di un numero 
speciale ^^ pel quale fra Xq e Xq-^-s, quando e è sufficientemente 

TP 

piccolo, si ha in valore assoluto / f{x)dx<i(i^ allora si potrà 

/-p 

ancora affermare che V integrale / fj^x)dx ha un limite determi- 
nato e finito per X=»\0 a destra, ma non si potrà dire però che 

/*00 

questo limite sia appunto T integrale / ^x)dx pel quale invece, 

come abbiamo detto, si è incerti anche sulla sua esistenza. 

È chiaro infatti che se (i e v sono due valori qualunque di X 
fra Xq e Xq+s, e e è sufficientemente piccolo, e se a', p', e a", p" 
sono i valori corrispondenti di a e p, e p^ è il numero ora indicato, 
sarà: 

rP' rP" rP. rP« C^' C^' 

e siccome i dae ultimi integrali del secondo membro per le ipotesi 
fatte sono arbitrariamente piccoli, e i due primi quando e è abba- 
stanza piccolo differiscono ambedue tanto poco quanto si vuole da 

rPi 

1 *\{x)dx^ pel teorema del §.18 si può concludere appunto che 

\ rp 

l'integrale \ f-Xx)dx ha un limite determinato e finito L per X=Xq; 

ma non risulta di qui che l'integrale / if[x)dx debba essere deter- 



minato e finito e che quindi debba essere appunto il limite L di 

•p 

f^{x)dx . 
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293, Però se la convergenza delP integrale / f {x)dj: fra X^ e 

Xq-i-Sq quando £q è sufficientemente pìccolo sarà convergenza in 
ugual grado, o, anche più generalmente, se per ogni numero posi- 
tivo é arbitrariamente piccolo o esisterà un numero 7 tale che per 
ogni valore di ^j maggiore di 7 si possa trovare un numero e 
dotato della proprietà che per X compreso fra Xq e Xq+s, quando P 
sia divenuto già maggiore di p^, si abbia sempre in valore assoluto 

/ f\{^)^^ <C <3, allora, quando restino ferme le altre ipotesi pre- 

cedenti, è facile vedere che l'integrale 1 ^{x)dx avrà il valore 
determinato e finito L. ^^0 

Si osservi infatti che in questo caso per P|1>Y dalla formola: 

•p rP. rp 



rp TP. r? 

j f^{x)dx=J f^{x)dJO-{-J f.<,x)dx, 



si ha: 

•p /-p, 



TP /-Pt, 

/ /j^(a;)da! = / f.Jix)dx + Ao , 



con A numericamente inferiore ad uno; e poiché possiamo suii- 
porre s tanto piccolo che per tutti i valori di X fra Xg e X^-f-e gli 

rp rpi 

integrali / fAx)dx , / fAx)dx differiscano dai loro limiti respet- 

tivi Le/ ^(a;)c{a? meno di un numero positivo arbitrariamente 

piccolo Oj, si avrà: ^o 

L — f ^(x)dx = 2A'aj + Ao , 



«0 



con V numericamente minore di uno per tutti i valori di P( supe- 

riori a Y ; e questo dimostra evidentemente che T integrale 1 ^{x) Ix 
è determinato e finito e il suo valore è L. «^ *o 
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Questo poi ci permette evidentemente di dire che quando 
sono soddisfatte le condizioni del paragrafo precedente per le 




quali l'integrale / f.{x)dx ha un limite determinato e finito L, ma 

questo limite non è V integrale / ^{x)dx perchè questo integrale 

è infinito o indeterminato, bisognerà necessariamente che 'le 
condizioni poste sopra rispetto alla convergenza in ugual grado 

TP 

dell' integrale I f. {x)dx fra X^ e Xo-f e, o rispetto agli integrali 
/ fAx)dx pei quali Pi>T» iion siano tutte soddisfatte. 

•^p» . . . 

Questi risultati possono anche servire a trovare i casi nei 
quali i noti teoremi della derivazione o integrazione sotto il segno 
integrale sono rigorosamente applicabili. 
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